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Este trabalho tem por finalidade a m:idelagem matemática 
das oscilações de grande comprimento de onda do niuel d 1 água em 
camaras de Eclusas durante operaçoes de enchimento ou 
asvaziam&nto. 
O fenômeno hidrodinâmico decorrente da alimenta9ão nao 
uniforma da câmara foi equacionado matem.ticamente considerando 
as duas direções do plano horizontal da câmara. a solu9ão foi 
obtida pelo emprego do ~todo das Características. 
Foram elaborados dois exemplos de alimentação da camara 
onde e possível ter solução matemática exata e os resultados 
comparados com aqueles obtidos do emprggo do MG,todo das 
Características em duas dimensões.A concordincia entre os 
rgsultados foi tm1ito boa. 
Dados da modalo reduzida da Eclusa da Jusanta da Usina dg 
Tucuruí foram utilizados para comparação com as oscilações do 
nivel d'água obtidas do m:idelo matemático para a mesma condição 
ui 
de enchimento. Os poucos dados confiáveis obtidos de modelo 
risice dificultam uma co1111araçao mais detalhada, sendo possiuel 
apenas concluir que a declividade média da linha d 1 água na 
direção longitudinal da câmara é da mesma ordem de magnitude no 
modelo matemático e no modelo risice. 
Também conclua-se que as declividades da linha d 1 água na 
direção transversal sao da mesma ordem de 
antc;.riores. 
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trabalhoç futuroç com o objgtiuo dg obtgr-çg uma modalaggm mais 
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Thiç theçiç haç tha purpoçe of deueloping a mathamatical 
modal represanting tha long wauaç which occur in nauigation lock 
chambers during Eilling or emptying procedures. 
The hydrodynamic phanomana are caused by unsteady filling 
and warg &tudiad con&idsring tJu;i, chambgr'& two horizontal 
directionç. The çolution waç ohtained uçing tha Mathod of 
Charactari&tics. 
Twa tlworical axampla& of filling ..,..re deueloped and 
thair axact matbQmatical &olution& datarmin&d. Tlw&a solution& 
~ra in clo&a agraamant with tht.t numarical modal ra&ult&. 
Data of water leuel oscillations from the Tucurui 
Nauigation Lock II reduced scala model ...,re compared with 
reçultç ohtained from the mathematical modal. The scarcity of 
data auaihle from the reduced scale model, and tha fact that 
theçe tsre not entirely reliahle made it difficult to carry out 
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a datailad compari5on. It wa5 only po55ihla to concluda that 
longitudinal slopa of water 5urface 
magnituda in hoth modal5. 
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It wa5 al5o concludad that the watar surfaca 5lopa in 
tran5uar5al diraction i5 of tha 5ame ordar of magnituda as the 
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CAPÍTULO I - INTRODUÇÃO 
A nauega9ao fluuial no Brasil nao teue desenualuimento 
acentuado por diuersos motiuos de ordem social e econômica ainda 
que o pais disponha de rede fluuial de boas características de 
nauegabilidade em que contudo é necessária a realiza9ão de obras 
de engenharia tais co11D portos, sistemas de transposi9ão, 
canaliza9Ões e conexoes intermodais. 
Com a euolu9ão da constru9ão de usinas hidrelétricas 
melhoraram as condi9Ões de nauegabilidade de numerosos cursos 
d'água tais como o Paraná, o são Francisco, o Tocantins e o 
Jacui, tanto pela regularização de uazoes quanto pela 
transformação de trechos de rios em reseruatÓrio. Isto tem feito 
com que em alguns cursos d 1 água tenha hauido um aumento da 
densidade de tráfego fluuial. 
A uma usina hidrelétrica associa-se em geral a existência 
de uma ou mais Eclusas de nauegação que permitem a transposição 
dos desniueis por parte das embarca9Ões. 
O grande potencial hidrico do Brasil permitirá ainda a 
constru9ão de uárias usinas hidrelétricas de grande porte as 
quais estarão associadas construções de Eclusas com diferentes 
caracteristicas físicas e necessidades operacionais. 
Muitas das Eclusas em operaçao no Brasil tiueram seus 
projgtos elaborados na Europa e nos E&tados Unidos, t&ndo a& 
amprasas brasileiras começado a dgsanuoluar tais projetos nos 
Últimos uinte anos ainda baseando-se na eKperiencia e nos 
resultados obtidos em Eclusas construidas fora do Brasil. 
Visto que o potencial hÍdrico para aproveitamento em 
usinas de grande porte nos Estados Unidos e na Europa já está 
2 
praticamente esgotado exista, por parta destas, um interesse 
menor em desenvolver novas técnicas para projetos de Eclusas. 
Assim, quase todo o desenvolvimento tecnolÓgico que se fizer 
necessario para o projeto de Eclusas no Brasil terá que ser 
realizado aqui. 
Algumas das Eclusas existentes no Brasil já foram 
totalmente projetadas por aq,rasas nacionais. As dificuldadas na 
elaboração de tais projetos despertaram nos projetistas o 
intaraçsa am contar aam inctrumantas qua possibilitam ctimi2ar 
seu trabalho. 
Atualnente o projeto de uma Eclusa e baseado em outras 
existentes e de eficiância comprovada. Ainda exista uma grande 
dependência de modelos risices o que vem, por motivo de ordem 
prática limitar a liberdade do profissional ao elaborar 
alternativas para o projeto de uma Eclusa. O projetista ainda só 
conta com instrumentos limitados qua possam lha antecipar da qua 
forma determinada parte do projeto irá comportar-se durante a 
operaçao de eclusagem, isto só é analisado nos ensaios em modelo 
reduzido quando fica dtficil proceder qualquer modificação no 
projeto inicial. 
Dantra os prahlamas ma.is gravas qua podam acorrer durante 
uma operaçao de eclusagem se destaca a oscilação excessiva do 
nivel d'água na câmara que pode ser perigosa para a embarcação. 
Esta oscilação é função da manobra das válvulas e do sistema de 
distribuição pelo qual se processa o enchimento e esvaziamento 
da camara. 
O desejável seria testar a eficiência do sistema de 
distribuição independente do modelo reduzido e processar 
mudanças sem implicaram gastos vultuosos ou atraso no projeto 
que Eatalmente acontecem se Eor necessario construir vários 
modelos EÍsicos. Isto seria possível com a eKistência de um 
modelo matemático que simulasse os fenômenos que ocorrem no 
interior da câmara durante o enchimento ou esvaziamento. 
O presente trabalho visa a elaboração de tal modelo 
matemático. É preciso esclarecer que este ainda nao é um modelo 
definitivo pois conta com algumas siirpliEicaçÕes que deverão ser 
nmlhar analisadas am a5tuda po~tariar. 
O objetivo principal e mostrar a possibilidade de 
elaboração do modelo matemático e da utilização de um método 
numerico comprovadamente eficiente na análise de problemas de 
transientes para a obtenção de 
satisfatória. 
resultados com precisao 
Esta dissertação está dividida em capítulos que eKplicam 
as diversas etapas desenvolvidas no decorrer do trabalho visando 
atingir o objetivo estabelecido. 
No Capitulo II apresenta-se uma visao geral dos varios 
tipos de Eclusas eKistentes e dos problemas associados a cada 
urna delas. Descreve-se o tipo de Eclusa que sera considerado 
nesta trabalho. 
O Capitulo III contém uma eKposiçao do que Eoi encontrado 
na pesquisa bibliográfica realizada a como tais conceitos foram 
aprouaitadaç a dasanvolvidas. 
No Capitulo IV introduz-se o método numerico que 
. 
sera 
utilizado, suas variações, vantagens e desvantagens. Faz-se urna 
aplicação deste método para um 




V e feito o equacionamento matemático do 
escoamento não-permanente bi-dimensional que ocorre no interior 
4 
da camara da Eclusa durante o enchimento ou esvaziamento da 
mesma. Aplica-se o método numérico escolhido para a obtenção de 
- ' . equaçoes explicitas das incognitas. 
No Capitulo VI encontram-se: a descrição do programa 
computacional desenuoluido, uma explicação do procedimento de 
cálculo adotado, o algoritmo e o fluxograma do programa. 
O Capitulo VII e uma aplicação do modelo matemático 
elaborado com dois exemplos de alimentação da 
. 
camara. Os 
exe111>los sao casos em que é possiuel obter-se solução analitica 
exata através de desenuoluimento em série de Fourier .É feita 
uma co111>araçao entre os resultados exatos e aqueles obtidos do 
modelo matemático desenuoluido para determinar a precisão deste 
ultimo. 
O Capitulo VIII mostra a aplicação do modelo a um exe111>lo 
real de enchimento da Eclusa II de Tucurui e a comparação dos 
resultados com aqueles obtidos em ensaios em modelo reduzido. 
No Capitulo IX faz-se uma análise dos resultados obtidos, 
sendo sugerida a elaboração de estudos que leue em consideração 
fatores desconsiderados neste trabalho, como a presença de 
embarcação no interior da camara e introdução de parcela 




CAPÍTULO II - APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA. 
II.1 - GENERALIDADES. 
Histaricamante as primairas Eclusas de que se tem 
noticias datam da fim da século XV na Europa. Naqueles te1J1lDS 
não estavam disponiveis todas as facilidades de transporte hoje 
existantes, principalmente na que diz respeita aa transporte de 
grandes massas. Desta forma, a navegaçao fluvial desempenhou um 
papel de grande importância como meio de transporte interior. 
Para que os rios pudessem ser utilizadas na navegaçao fez-se 
necessária a escavação de muitos canais bem camo a construção de 
obras de controle de nivel d 1 água e transposição de desnivel. 
II.2 - TIPOS DE ECLUSAS DE NAVEGAÇÃO. 
a literatura técnica de forma geral divide a evolução das 
Eclusas em três estágios de acorda cam o desnivel alcançada e a 
sistema de aduçãa e esgotamento utilizado. 
O primeira estágio teve inicio no século XVI e limita os 
desniveis a três metros. Estas eclusas eram dotadas de sistemas 
de enchimento bastante primárias, feitas através das praprias 
portas. O baixo nível de esforços sabre as embarcações era 
garantida pela enchimanta e esvaziamanto em ritmo lenta. 
O segundo estágio inclui Eclusas com até quinze metros de 
desnivel, o que só foi possivel com a evolução dos sistemas de 
enchimanta e esgatamenta. O principal aspecto a exigir uma 
grande sofisticação nas sistemas de distribuição do fluxo d'água 
na interior das Eclusas foi o atendimento aos critérios 
existentes de esforços maxi11Ds nas amarras das embarcações 
aliado a tempos de enchimento e esvaziamento compativeis com as 
necessidades do tráfego fluvial. 
Neste estágio formaram-se duas tendências de planejamento 
de sistemas de adução e esgotanento, a saber: a europeia que se 
caracteriza par dispositiuas localizados nas axtramidadas da 
DDntanta a jusanta independente das portas e acionados segundo 
as necessidades de enchimento e esvazianento da câmara da Eclusa 
(FIG.II.!) e a norte-americana que usa aquedutos com oritÍcios 
embutidos nos muros laterais (FIG.11.2). As duas soluções 
apresentam resultados operativos satisfatórios sendo que o 
conceito americano permite a construção de Eclusas com desniveis 
maiores enquanto o auropau se destaca pala maior simplicidada 
garando economia signiticatiua. 
Com estes dois tipos de sistemas de distribuição de agua 
nao Eoi passive! alcançar desniveis maiores do que quinze metros 
pois ambos apresentam o inconveniente de gerar oscilações 
excessivas da superficie d'água na 
. 
camara da Eclusa. Tal 
problema e mais acentuado quando os enchimentos e esvaziamentos 
são feitos pelas extremidades da câmara, tal como na concepçao 
europeia, devido à formação de ondas de translação, sendo também 
observado na prática norte-americana onde tais oscilações sao 
provocadas pela má distribuição das vazÕes nos orificios. 
É importante ressaltar que as oscilações do nivel d•água 
no interior da câmara constituem um aspecto de grande relevância 
uma vez que estas geram esforços nas amarrações que podem 
provocar o rompimento das amarras e a colisão da embarcação com 
. 
as portas ou as paredes laterais da camara. 
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O terceiro estágio caracteriza-se por incluir Eclusas com 
desniveis de até trinta e cinco metros. Para alcançar desnlveis 
nesta faiKa a prática mostrou a necessidade da utilização de 
d .. anchimanta a 11suãl2i.amanto ·"hidrodinamicamanta 
. . 
equilibrados", onde a entrada dos aquedutos a camara e feita 
pelo centro e a distribuição através de subcondutos e difusores 
é realizada de forma a equilibrar os co"llrimentos de inercia e 
perdas de carga. Esses sistemas hidráulicos possibilitam a 
distribuição da vazão afluente~ cimara de forma balanceada, de 
maneira a uniformizar o anchimanto a o asvaziamanta da mesma, 
visando minimizar os fenômenos de turbulência e ondula9Ões 
caracterlsticos, e por conseguinte favorecer a realização d" 
eclusagens mais rápidas e seguras (FIG.II.3). 
Esta sistam.i. ofaraca ainda a vantagem da rasultar am 
operaçoes de enchimento e esgotamento seguras mesmo com a 
operação de apenas uma válvula, o que é possível pelo fato da 













FIG.II. 1 Sistema de Enchimento e Esgotamento nas 







FIG,II,2 - Sistema de Enchimento e Esgotamente através de 
oritloios nas paredes laterais. 
/-X x-, /-x x--, 
/ \ / \ 
e o o o 
o o o o 
\ / \ / 
\ / \ / 
-X X- -X X--
FIG.II.3 - Sistemas Hidrodinamicamente Equilibrados 
Um dos primeiros sistemas de distribuição balanceados foi 
o utilizado na Eclusa de S.Pierre-Donzere-l'bndragon no Rio 
Ródano na França (1952) construida com complexos sistemas de 
aquedutos de fundo, e uma laje perfurada assegurando a uniforme 
distribuição do fluxo. Este sistema. e variações do mesllD foram e 
-ainda sao bastante utilizados na Europa [14], 
as principais Eclusas ultima.mente projetadas pelo Corps 
ar Engineers (Uaterways Experimental Station) nos Estados 
Unidos, como Lower Granite (Snake Ri ver), Bay Springs 
(Tennessee-Tombigbee Uaterway), Hillers Ferry (Alabama River) e 
ma.is recentemente Ualter Bouldin apresentam sistemas de 
distribuição hidraulicamente balanceados. No Brasil podem ser 
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citadas as Eclusas de Sobradinho 
operaçao e Porto Primavera (Rio 
Tietê), Tucurul (Rio Tocantins) e 
(Rio São Francisco), em 
Paraná), Três Irmãos (Rio 
Ilha Grande (Rio Paraná), 
todas em projeto e/ou construção. Estas Eclusas apresentam 
desnlveis entre quinze e trinta e cinco metros [14]. 
11.3 - PROBLEMaS ASSOCIADOS à OPERAÇÃO DE ECLUSAS. 
Dentro da concepçao de projetos de Eclusas com sistemas 
hidraulicamente balanceados existem inumeras variaçoes, com o 
Eluxo sendo distribuido à câmara através de diEusores dispostos 
das mais difarantas formas no interior da 115Sma. 
O notivo de tantas modiEicaçÕes feitas nos sistemas de 
enchimento e esgotamento de um projeto para o outro dá-se 
principalmente devido à relação dimensão da câmara* desnivel * 
tempo de operação exigido, ser uma caracteristica peculiar a 
cada planejamento. 
A preocupaçao de manter os esEorços de amarraçao dentro 
dos limites de segurança determinados pela legislação vigente no 
pais inEluencia sobremaneira o projeto hidráulico, notadamente 
os sistemas de distribuição do Eluxo d'àgua no interior da 
câmara. Esses esEorços são determinados Eundamentalmente através 
da ansaioc am madalo radu2idc. 
Os esEorços de amarração sao medidos no plano horizontal, 
nas direções longitudinal e transversal da câmara da Eclusa. Na 
direção vertical, a embarcação deve nover-se livremente sem no 
antanta estar sujeita a qualquer asEorço. 
A presença de grandes embarcações no interior da Eclusa 
aEeta o comportamento das oscilações. Quer dizer, o movimento 
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oscilatório nao ocorre independentemente da enilarcação, 
eKistindo uma interação entre eles [14]. 
A posiçao das embarcações também apresenta uma grande 
influência nos esforços aplicados às embarcações eclusadas. Este 
fato decorre, principalmente, da ocorrencia de oscilações 
. 
localizadas no interior da camara que induzem esforços 
diferenciados de acordo com a posiçao relativa do comboio em 
relação ao sistema de distribuição. 
. 
Os resultados ma.is relevantes dizem respeito as 
difaran9as observadas entra as esforças obtidas para a conf>aia 
completo, que ocupa praticamente toda acamara, e aos referentes 
ao nmia comboio. 
Hos resultados obtidos no modelo tisico da Eclusa Ide 
Tucurui, em ensaios para coniloios com e sem o empurrador foram 
constatadas diferenças de até 50Y. nestes esforços, ou seja a 
assimatria illf)osta pala empurrador prouocou um torta aumanto nos 
esforços resultantes [4]. 
A diferença no deslocamento entre o coniloio completo e o 
meio comboio mostra a grande influência eKercida pelas 
oscilações localizadas. 
11.4 - IMPORTÃHCIA DO MODELO MATEl'IÁTICO. 
De forma geral, o dimensionamento hidráulico básico e o 
detalhamanto dos sistemas de enchimento e esgotamento tem sido 
feitos com base em estudos e investigações em modelos reduzidos. 
Tal procedimento leva a nuitas limitações uma vez que fica-se 
restrito a projetos com somente pequenas variações e adaptações, 
em torno de soluções já estudadas e de eficiência conhecida. 
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acrescente-se a isso as operaçoes de11Dradas, a pouca 
uarsatilidada a os custos alavados dos 11Ddalos raduzidos. 
Nio restam dúvidas quanto à iff11ortância de se desenvolver 
os cálculos hidráulicos através de modelos matemáticos, com o 
objetivo de ter descrições qualitativas e quantitativas dos 
fenômenos hidráulicos que ocorrem na superficie livre da camara 
nas operações de enchimento e esvaziamento das Eclusas. O modelo 
matemático seria, desta forma, um instrumento bastante Útil 
tanto nas primeiras avaliações do COffl'Ortamento das oscilações 
em função do sistema de enchimento quanto numa fase mais 
avançada do projeto, no detalhamento de informações obtidas do 
modalo raduzido. 
Vale ressaltar, que tal modelo matemático nao visa a 
substituição do modelo fisico uma vez que o deseff11enho de outras 
partes da Eclusa só podem ser conhecidos através de investigação 
em 11Ddelo fisico como é o caso das condiçÕes de escoamento junto 
as comportas de controle de vazao, onde as condições de 
cavitação sao criticas, assim como a determinação de 
coeficientes de vazao específicos de cada projeto. A 
implementação de modelos matemáticos objetiva tornar os modelos 
tisicas parciais e restritos as areas de análise onde são 
indispensáveis. 
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CAPÍTULO III - PESQUISA BIBLIOGRÁFICA 
A pesquisa bibliográfica realizada visando a elaboração 
do presente trabalho será aqui apresentada dividida em quatro 
partes. Tal divisão visa ressaltar a importância desta pesquisa 
em todas as etapas desenvolvidas nesta dissertação. A divisão 
que posteriormente será detalhada se refere aos seguintes temas: 
!)Aspectos relacionados com o funcionamento da Eclusas de 
alta queda. 
2)Conceitos de Escoamentos transitórios a superfície 
livra. 
3)Equacionamento matemático do fenômeno tisico. 
4)Resolução numerica através do Método das 
Caracteristicas. 
A seguir sera descrito o que foi encontrado na 
bibliografia pesquisada de acordo com a divisão supracitada e 
como tais conceitos foram aproveitados no estudo realizado. 
III.1 - ASPECTOS RELACIONADOS COM O FUNCIONAMENTO DE 
ECLUSAS DE ALTA QUEDA. 
A obtenção de literatura têcnica tratando especificamente 
dos fenômenos hidráulicos relacionados com as Eclusas apresenta 
dificuldades. Os estudos encontrados em livros têcnicos sobre 
Eclusas de navegaçao tratam em sua maioria dos fenômenos que 
ocorram no intQrior do~ condutoç forçado& pouco sa encontrando 
sobre os transitórios na câmara. Encontra-se mais facilmente 
estudos sobra esta assunto em trabalhos isolados realizados em 
universidades ou por orgãos estatais responsáveis pela operação 
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da Eclusas. Entra os trabalhoç atuaiç ancontradoç a que foram 
utilizados destacam-se as referências bibliográficas [4] e [14). 
Como ficou damcnstrado por USSA~I [14] aç situações maiç 
seueras do ponto de uista de escoamentos transitórios na 
superficie liure da câmara ocorrem durante o primeiro estágio do 
processo de enchimento quando a cimara se encontra com o tirante 
d•água menor. Este estágio se limita aos minutos iniciais do 
processo. Baseado nesta constatação concentrar-se-á as análises 
a este periodo, o que possibilitará economia de tempo 
consideráuel no processo computacional utilizado. 
As oscilações da superfície liure da camara sao mais 
significativas nos sistemas de enchin&nto d•s figuras FIG.II.! a 
FIG.II.2. Os sistemas de enchimento hidrodinamicam<>nte 
equilibrados apresentam oscilaç;as manos sauaras pois 
alcançar um processo de enchimento mais uniEorfflQ. 
a extinção por completo de tais oscilações implicaria em 
conseguir um enchi~nto nuito lento o que seria economicamente 
inui~uel. 
O tipo de oscilação que ocorre na superficie d'água uaria 
de acordo com o sistema de enchimento da camara. Em geral estas 
oscilações sao do tipo uninodal (FIG.III.1.1.(a)J. Neste caso 
uma uez iniciado o mouimento oscilatório este persiste por longo 
tempo pois a dissipação de energia e muito pequena. Outra 
caracteristica da oscilação uninodal é a de contar com períodos 
e atrplitudes pequenas mas que ainda assim provocam tens;es 
inaceitáveis nos cabos de ama.rraçao. Oscilaç~es de ordem mais 
eleuadas tem amplitudes ma.is reduzidas do que as anteriores 
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. 
(FIG.111.1.1.(b)) sendo consequentemente menos prejudiciais as 
embarcações. 
'"='" t --
(") Uni nada l · 
(b) l'lultinod.l 
FIG.III.1.1 - Oscilações Harmônicas na câmara da Eclusa. 
A análise destas oscilações tem sido feita através de 
medições em modelos reduzidos. Tanto as oscilações longitudinais 
come as transversais sao de interesse uma vez que ambas 
interferem nos esforços de amarração das eirbarcaçÕes. A tarefa 
de medir tais oscilações é bastante árdua por exigir medidores 
de alta precisão pois e necessario medir simultaneamente as 
oscilações e a variação do nivel d'água médio da câmara. 
Estes conceitos tanto serão Úteis na elaboração do modelo 
matemático quanto no estabelecimento do intervalo de tempo a ser 
mais rigorosamente analisado além de reforçar a importância do 
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estudo desenvolvido face as dificuldades na 




CONCEITOS DE ESCOAMENTOS TRANSITÓRIOS à 
O escoamento hidráulico em canais ou outros corpos de 
agua e classificado como sendo permanente ou ruia-permanente. O 
escoamento que ocorre em rios, canais abertos, reseruat~rios, 
lagos, condutos, tubula9Ões, galerias e túneis onde a velocidade 
e/ou profundidade uariam com o teq:,o e definido como 
ruia-permanente ou transitório. 
De acordo com a razao de uariaçao do escoamento a da 
profundidade o escoamento não-permanente pode ~ar rapidamente 
variável ou gradualmente variável. No primeiro caso a varia9ao 
da superricie d 1 água e rápida. Um exemplo deste tipo de 
ascoamento sio as ondas nos canais causadas por 11Kidan9a na 
opera9ao das turbinas e as ondas de mare em estuários. Nos 
escoamentos gradualmente variados a superrÍcie liure varia 
lantamente como ocorra am sscoamentos em rios (10]. 
111.2.1 - FORMAÇÃO DE ONDAS 
Os escoamentos transitórios em canais abertos sao 
usualmente associados a propagaçao de ondas. Uma onda; definida 
como uma variação temporal da vazao ou da superfície d 1 águ.t. 
A velocidade da onda relativa a velocidade média do 
fluido onde está se propagando e chamada de celeridade da onda 
(c). É importante ressaltar que a celeridade e diferente da 
1& 
velocidade do fluido (u) com a qual as particulas do fluido 
11Dvem-se como resultado da propagaçao da onda. A velocidade 
. 
absoluta da onda (U) e igual a soma vetorial da celeridade e da 
w 
velocidade do fluido. 
~ ~ 
= u + c III,2,1,l 
Em um escoamento uni-dimensional existe apenas uma 
direção, desta forma a celeridade da onda pode ter o sentido do 
escoamento (para jusante} ou o sentido oposto (para montante}, 
-Considerando o sentido para jusante como positivo, a equaçao 
III,2,1,1 pode ser escrita como 
III.2,1,2 
Na equaçao III.2,1,2 o sinal positivo refere-se à onda 
propagando para jusante e o sinal negativo é usado quando ocorre 
a propagação para 11Dntante. 
111.2.2 - causas DOS TRANSITÓRIOS 
Um estado de escoamento transitório ocorre em canais 
abertos sempre que a vazao ou a profundidade do fluido ou ambos 
variam no tenpo em uma seçao. Estas mudanças podem ser 
planejadas ou acidentais, naturais ou produzidas por iniciativa 
humana. a seguir exemplifica-se alguns dos fatores comumente 
causadores de escoamentos transitórios: 
!)Cheias em rios e lagos causadas por derretimento de 
neve, chuvas intensas ou manobras de abertura e fechamento de 
comportas; 
2)ondas em canais artificiais causadas pela entrada ou 
saida de operação de turbinas, partida ou parada de boni>as e 
manobras de comportas; 
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3)ondas na camarada Eclusa causadas por opera9oes de 
4)ondaç gm rio~ ou raçaruatÓrioç cauQadaç pglo rompimgnto 
de uma barragem; 
S)circulação em rios ou reservatórios deuido aos ventos 
ou correntes; 
6)ondas de mare em estuários. 
III.2.3 - CELERID.QDE E .Ql.TURA DA ONDA 
Tanto a celeridade quanto a altura da onda sao 
caracter.i.sticas importantes na análise dos transit.;rios a 
dois aspQctos [5]. 
Na figura FIG.III.2.3.1 o escoamento no canal sera 
considerado permanente no instante t:0 quando a comporta a 
montante abre-se fazendo com que a uazao aumente de Q1 para Q1 • 
EstQ aUJ1101nto na uazao prouoca uma onda de altura 
propaga-se para jusante. 
r - - - 1 






FIG.III. 2. 3.1 E5coamento não-permanente (volu- de 
controle fixo ao canal). 
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li r---- 1 
1 
yt Ut -Uw 
--t 
y1 --+ U1-Uw 
1 t 
FIG.III.2.3.2 E5ooamento permanente equivalente 
(volume de controle movendo-5e com velocidade Uw). 
~/l 1~'~ 
Ft =11 • At 'yt LS, __ ~ _ _.JL.-__ __;;P..;ec..;s;;..;.o'-'('-'W__.)'--___ k.____,.: Yi F1 = 11 'a1 • y1 
FIG.III.2.3.3 - Diagrama das forças atuando no uolume de 
controle. 
a profundidade e a velocidade do fluido a direita da onda 
serao chamados de y1 e U1 respectivamente e as variaveis 
corra&pondanta& no lado a&querdo da yt a Ut (FIG.III.2.3.1). 
Sanda Uw a velocidada ah&oluta da onda, poda-&a transformar o 
escoamento não-permanente em escoamento permanente adicionando a 
velocidada do a&coamanto uma velocidada Uw para montante como 
poda &ar vi&to na FIG.III.2.3.2. Observando que neste esquema a 
velocidade e considerada positiva no sentido montante para 
ju~.anta. 
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Aplicando a equaçao da continuidade ao esquema da 
FIG.IIl.2.3.2 tem-se que 
111.2.3.1 
Assumindo distribuição hidrostática de pressoes nas 
GQ9oaG 1 a 2, o canal hori2ont•l a daGconGidarando as perdas por 
Ericçio, as forças que atuam no 
(FIG.111.2.3.3) são: 
Força para montante: F1 = 1•y1 •A1 
Força para jusante : F• = 1 · v• , AI 
volume de controle 
111.2.3.2 
III.2.3.3 
onde y1 e y, são as profundidades do centróide das áreas Ai e A• 
e 1 e o peso especifico da água. 
A varia9ao da quantidade de movim,anto no uolume da 
controle sera, 
= -2'...Qi •(Ui - U )• [(U1 - U) - (U1 
g w w - u il w 
1 
= gº Ai • (Ui - Uw) , ( U1 - U. ) 
A resultante das forças (Fr) agindo sobre o volume de 
controle sera 
Fr = F1 - F1 = 1 • ( A1 • y1 - Ai • y1 ) 
E aplicando a 2~ Lei de Newton, 
III.2.3.4 
III.2.3.5 
Eliminando U1 das equaçoes III.2.3.1 e III.2.3.5 e 
rearranjando a equaçao rasultante chega-se a, 
( )
• g. A• - -
Ui - Uw = A1 , ( AI - A1 ) , ( Ai , Y• - Ai , y1 ) III. 2.3. 6 
Considerando que a onda está se propagando para jusanta, 
a sua velocidade deus çer maior do que a ualocidade inicial do 
fluido (U1). Desta forma, da equação IIl.2.3.6 vem que, 
u = w U1 + J AJ 
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g•lh . (.A.2 III. 2.3. 7 
•{Ih-Ih ) 
Se nao exi~tir e5coamento inicial (Us-0) a velocidade 
ab5oluta da onda {U) 5er~ igual ao termo 50b radical da equa9io 
w 
III.2.3.7, Transpondo U1 para a esquerda, 
u - Ui = w J g • Ih • { Ih • Y• - 81 • y1 ) 81. (.A.2 -81) III.2.3.8 
CoRD Já foi dito anteriormente, a celeridade c e a 
uelocidade da onda relatiua à uelocidade média do fluido onde se 
propaga. Uma uez que U - U1 é a uelocldade da onda relatiua a 
w 
uelocidade inicial U1, pode-se facilmente obter a equação geral 
de c a partir da equação III.2.3.8. 
e = + J g ·A• • ( Ih · y• - 81 • y1 ) 
81 • (.A.2 -AJ) 
III. 2.3. 9 
Aqui mais urna uez o sinal positiuo e usado quando a onda 
caminha para jusante e o negatiuo quando para montante. 
A obtenção de uma relação entre as uelocidades e as 
profundidades do escoamento nas seçoes 1 e 2 e realizada 
eliminando-se Uw das equações III.2.3.1 e III.2.3.5. 
Az , yz - AJ • y1 = tli A, • g, ( a. _ 81 } • (Ui - Uz ) III.2. 3.10 
A altura da onda "z" é igual a (y2 - y1). Se y2 > y1 a 
onda é chamada de positiua e se yz < y1 ela é negatiua. 
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As equaçoes 111.2.3.1 e III.2.3.10 contam com cinco 
variáveis, quais sejam y1, U1, yt, Ut e U. Os valores de yt e w 
Ut podem ser determinados por tentativa e erro nas equaçoes 
citadas se 05 valores das outras três variaveis forem 
conruocidos. 
É importante ressaltar que as equaçoes IIl.2.3.9 e 
111.2.3.10 sao gerais e podem ser usadas em canais com qualquer 
seçao transversal. 
Particulari2ando para um canal 
- Y• - Y• largura = B, y1 =-
2
- , yt =-2-, Ai =B · y1 e A• =B · yt 
estas eKpressÕes em 111.2.3.9 obtém-se: 





Se a altura da onda for pequena comparada oom a 




Como e aiq, lamente conhecido, para escoamentos 
sub-criticas o numero de Fraude é menor do que 1 ( F(1 ), o que 
equivala dizar qua, 
u < 1 
ou 
u < J g,y 
Levando a equaçao III.2.2.12 em 111.2.2.14 
escrever, 






Desta forma, das equaçoes 111.2.1.2 e 111.2.3.15 chega-se 
que Uw é negativo se a onda propaga-se para montante. Em outras 
palavras, o distúrbio propaga-se nos dois sentidos (montante e 
jusante). Para escoamentos supercriticos (F ) 1) a onda so 
propaga-se para jusante uma vez que a velocidade do fluido e 
maior do que a celeridade da onda e U é sempre positivo. 
w 
III.3 - EQUAClONAl'IENTO I'IATEMÂTICO DO FENÕl'IENO FÍSICO 
O tratamento matemático dos escoamentos não-permanentes 
em canais abertos é tão importante quanto dificil. A dificuldade 
se encontra no número de variáveis envolvidas na formulação e no 
fato das equações diferenciais não poderem ser integradas de 
forma fechada exceto se forem consideradas si8"lificaçÕes que 
tornam a resolução de aplicabilidade limitada. A formulação 
matemática desenvolvida para estes escoamentos e uma 
aproximaçao, o que significa dizer que o profissional deve estar 
atento as limitações que este fato introduz, como a aplicação 
apenas em casos que atendam ás hipóteses simplificadoras. 
O estudo dos escoamentos não-permanentes em canais 
abertos começou há mais de 150 anos atrás com o trabalho de dois 
matemáticos franceses, Laplace e Lagrange. 
Barré de Saint-Venant publicou em 1871 através da 
Academia Francesa de Ciências dois trabalhos tratando da teoria 
dos escoamentos não-permanentes á superficie livre. A primeira 
parte do prinRirc trabalho trata da celeridade das ondas , a 
segunda parte constitui a sua mais i8"ortante contribuição e 
ficou conhecida como "as equaçoes diferenciais parciais de 
Saint-Venant para escoamentos não-permanentes". 
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Estas duas equaçoes mantiueram-se inalteradas por mais de 
100 anos apesar das inumeras tentatiuas de modificá-las ou 
completá-las. As equações resultantes destas alterações sao mais 
completas e sofisticadas mas reduzem-se as equaçoes básicas de 
Saint-Venant quando simplificadas para uso prático. 
É importante ressaltar que o trabalho de Barré de 
Saint-Venant contou com a contribuição de outros estudos 
predecessores e conteffl)orâneos aos seus. 
As hipóteses fundamentais a sustentar o equacionamento de 
Saint-Venant são: 
(l)a superficie da onda uaria gradualmente o que equiuale 
dizer que a distribuição de pressoes e hidrostática e que as 
acelerações uerticais são muito pequenas; 
(2)o cálculo das perdas de carga nao e significatiuamente 
difgranta do realizado para ascoan&ntos permanentEs; 
(3)a inclinação média do fundo do canal e tão pequena que 
o seno de a pode ser igualado à tangente de a e o coseno de a e 
igual a unidade, onde a é o angulo que o fundo do canal faz com 
a horizontal. 
As equações de Saint-Venant ou equaçoes da continuidade e 
da quantidade de mouimento como serão referidas neste trabalho 
sao amplamente diuulgadas e encontradas em liuros de hidráulica. 
No Capitulo IV estas equações serão deduzidas e utilizadas como 
ferramenta na obtenção do perfil hidráulico da superficie d•água 
da camara de Eclusas de navega9ao durantg o snchimanto ou 
esvaziamento. 
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III.4 - RESOLUÇÃO NUMÉRICA 
Todos os métodos de análise dos escoamentos 
não-permanentes partem das equações da quantidade de movinento e 
da continuidade ou da conservaçao da energia acrescidas das 
condições de contorno e outras propriedades fisicas do fluido. A 
partir destas equações vários métodos com diferentes hipóteses 
simplificadoras foram desenvolvidos. Os métodos mais comunente 
utilizados nas análises de escoamentos transitórios à suparficie 
livre sao o l'létodo de Diferenças Finitas e o l'létodo das 
Caracteristicas. A seguir sera feito um resumo das 
particularidadas da cada um. 
III.4.1 - 11ÉTOD0 DAS CARACTERÍSTICAS 
O nétodo das Características aplicado a uma dimensão de 
espaço converte as duas equaçoes diferenciais parciais da 
continuidade e da quantidade de movimento em quatro equações 
diferenciais ordinárias. Estas equações são então e&pressas em 
ter11Ds de diferenças finitas gerando um sistema de equações 
simultâneas 
. 
que e resolvido em intervalos de tempo 
. 
pre 
astabalacidos com o uso da um computador. 
A principal vantagem do Hétodo das Caracteristicas e a de 
preservar os fenÔmenos fisicos acompanhando-os de perto. Isto o 
torna adequado para análise de fenÔmenos transitórios. A Teoria 
das Caracteristicas conta com um critério de estabilidade e tem 
cida racanhacida por dar racultadoc pracicoc nac prohlafflilc da 
transitórios hidráulicos. 
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III.4.2 - MÉTODO DE DIFERENÇAS FINITAS 
O wétodo das diferenças finitas e um dos procedimento qu9 
podem ser utilizado com sucesso para solucionar uma classe de 
problemas de escoamentos não-permanentes. Sua aplicação mais 
ampla~ em escoamentos a superfÍcie 
utilizado também em outras aplicações. 
livre embora tenha sido 
O método e fornnlado com a preocupa9ao de minorar a 
e&igencia de se manter uma rela9ão entre o incremento de tempo 
~t e o elemento da discretiza9ão ~K. Este fato possibilita uma 
malha mais fleKivel quando se lida com sistemas compleKos do que 
outros métodos. 
O ~todo de Diferenças Finitas pode ser utilizado de 
forma eKplicita ou implicita. Usando-se o ~todo implicito não a 
necessário utilizar um critério de estabilidade pois o método já 
e estável, entretanto e necessario fazer uso de uma solu9ão 
simultânea para obtenção de todas as inc~gnitas em cada instante 
de tempo calculado. No uso do método eKplicito e preciso 
apoiá-lo a condição de Courant que relaciona o incremento de 
tempo com o elemento da discretização para garantir a 
estabilidade do processo. Nestes casos as vantagens deste método 
se perdem. 
Tando gm ui~ta o acima axpo~ta dacidiu-~a utili2ar na 
presente pesquisa o Método das Características ainda se 
encontre na literatura muito pouca aplícayio das características 
à problemas de escoamentos transitórios à duas dimens~es. 
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CAPÍTULO IV - l'IÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS 
IV.1 O PROCESSO DE PROPAGAÇÃO E O CONCEITO DE 
CARACTERÍSTICA 
Para iniciar este capitulo que se propoe a tratar do 
Método das Características vamos definir resumidamente o que vem 
a ser •característica'. Segundo ABBOT [1], uma característica e 
uma trajetória seguida por um atributo, como uma forma 
geométrica ou uma perturbação fisica, quando esta se propaga. 
Uma melhor explicação deste fenômeno pode ser obtida 
utilizando a exposiçao criada por ABBOT [1] que se encontra a 
Gaguir-
Uma malha da radauiaç, como a indicada na figura 
FIG.IV.1.1 pode ser considerada como tendo duas familias de 
trajetórias de propagação ao longo das quais os veiculas se 
dasanuoluam~ 
FIG.IU.1.1 - Um sistema da rodovias visto como um sistema 
de trajetórias de propagação [1]. 
Os membros de uma família de trajetórias poderiam estar 
associados com as rodovias orientadas em uma direção enquanto os 
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membros da outra familia estariam associados com a outra 
direção. Portanto, desta noçao bastante intuitiva de 
característica, as duas familias de linhas corresponderiam a 
duas familias de caracterlsticas. 
É importante observar que as trajetórias de propagaçao 
continuam ham daEinidaç maçRD qua am um inçtanta qualquar da 
tempo nao haja propagaçao. Desta forma, mesmo que nao haja 
veiculas na estrada ainda considera-se as trajetórias como 
definidas. Tais trajetórias de propagação, coiq;,artilham de uma 
propriedade comum a maioria dos sistemas de caracteristicas, que 
e o fato de se relacionarem mais com a capacidade de propagaçao 
do que com qualquer processo de propagação em particular. 
Ho exemplo considerado, as trajetórias poderiam ser 
representadas por linhas em um plano risice em termos de duas 
coordenadas, coDD x e y por exemplo. Hos casos práticos, não 
apenas as dimensões fisicas estão envolvidas mas tantiém o teiq;,o 
apresenta-se CODD uma dimensão, de sorte que devem ser 
consideradas coDD coordenadas no processo propagatÓrio as duas 
distâncias fisicas e o tempo. Ha malha de rodovias pode-se 
considerar uma coluna de veiculas movendo-se da esquerda para a 
direita. Supondo qua tal coluna çaja fotografada am cucacciuoc 
instantes de teiq;,o de tal forma que a distância entre 
fotografias sucessivas e proporcional ao intervalo de tempo 
entre elas obtém-se a ilustração da FIG.IV.1.2. 
Tem-se de fato uma fotografia da posiçao de veiculas 
indiuiduaic como ca actac actiuaccam ca mouando ao longo da 
linhac no acpa90 formadac pala plano dac fotograEiac a do taq,a. 
Estas linhas ligando as posiçoes sucessivas de cada veiculo 
representam trajetórias de propagação no espaço, sendo que estas 
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trajetórias sao física e matematicamente caracteristicas. 
h 
FOTO EM to 
FOTO EM t, 
FIG.IV.1.2 Caracteristicas como trajetórias de 
propagação de ueiculos no tempo [1]. 
No caso de uma Única coluna de ueiculos tem-se apenas uma 
familia de caracteristicas, correspondente ao conjunto de linhas 
que representam o movimento de cada veiculo. Em uma rodovia 
real, onde há normalmente duas colunas movendo-se em sentidos 
opostos, existem então duas familias de caracteristicas. A 
FIG. IV .1. 3 mostra este Eenâneno no plano distância x tempo 
(plano x-t). 
Se a velocidade das colunas sao Ui e -w, onde Ui e UI 
sao valores positivos e a direção esquerda para direita é tomada 
como sendo positiva, então a inclinação das caracteristicas será 
dada par, 
dx 
(dt>+ = Ui 
onde O sub-indice 
e 
dx ( -ar->- = -u• 
'+' refere-se a caracteristica que 
dasanvolva-sa da asquarda para a diraita (dx/dt positivo), 
enquanto que o sub-indice •-• refere-se a característica no 
aantida diraita para a~qugrda ( dK/dt nagatiuo). A primiaira 
• • + 
característica e comunente chamada de C e a segunda e conhecida 
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por caracteristica C • Quando todos os veiculas de uma coluna 
caminham a uma ualocidada constanta, da forma qua todas as 
linhas caracteristicas de uma familia tem a mesma inclinação, a 
regiao coberta pelo sistema de caracteristicas retas e paralelas 
é chamada de "região de condições inalteradas". Em todos os 
sistemas continuas e homogêneos, onde os fenômenos ocorrem nas 
duas direções, tem-se duas familias de caracteristicas, sendo 
passivei ocorrerem regiões de condições inalteradas. 
(dx)=-V2 
\dt -
VEÍCULOS A V2 km/h 
(d') =V1 d' .. 
VEÍCULOS A V1 km/h 
FIG.IV.1.3 - Caracteristicas geradas por duas colunas de 
veiculas e projetadas no plano x-t [1]. 
IV.2 - O PROCESSO DE PROPAGAÇÃO EH SISTEMAS CONTÍNUOS: A 
GERAÇÃO DE UMA SUPERFÍCIE DE SOLUÇÃO POR CARACTERÍSTICAS. 
De forma geral os problemas envolvendo propagaçao de 
fenômenos geométricos podem ser equacionados através de 
caracteristicas. ftais adiante serao introduzidas as equações 
diferenciais parciais que definem a translação de tais fenÔmenos 
e será passive! derivar caracteristicas de tais equaçoes. 
Doravante tratar-se-á das propagaçoes de estados fisicos em 
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escoamentos de agua e das caracteristicas associadas a estas 
propagaçoes. Será considerado o caso de uma onda propagando-se 
em um canal linear e uniforme. Como no exeJll)lo dos veiculas 
supoe-se que os perfis do canal podem ser determinados em função 




FIG.IV.2.1 Caracteristicas como trajetórias de 
propagação de ondas no tempo (1). 
Pode-se ver que na propagaçao um distúrbio inicial gera 
uma superficie em três dimensões quais sejam, a distancia x, o 
tampo ta a profundidada da fluido h. Da forma garal, a 
propagaçao ocorre em duas direções: para montante e para jusante 
da suparficie mencionada. As linhas sobre as quais tais 
- • + distúrbios propagam-se sao evidentemente as características C e 
C-, enquanto que a superficie associada a tal fenômeno é chaneda 
da '"sup .. rf icie hidráulica"". Evidentemente se esta superf icie 
fos&a conlwcida podar-sa-ia imadiatamanta datarminar desta e& 
ualoras da h para qualquar ponto H * t. Sande as&im, a problalDil 
da datarminar a valer da h am tarnos da K a t, problema raal 
enrr .. ntado pelo engenheiro hidr~ulico, pode ser rasumido ao 
problene de achar a superficie hidráulica. Este Último vem a ser 
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o problema de achar as características. 
Uma descrição completa da onda de propagaçao corresponde 
então a uma superfície hidráulica num espaço de quatro 
dimensões, R{h,u;x,t), do qual a FIG.IV.2.1 representa uma 
projeçao para o espaço R(h:x,t). 
Os principais fatores a influenciar a superfície 
hidráulica sao: 
1) as condições iniciais; 
2) as leis tisicas que regem o fenômeno, neste caso as 
leis da conservação da massa e do movimento; 
3) as condições existentes no meio onde a propagaçao 
acorra. 
Analisando estes três fatores mais detalhadamente tem-se 
qua: 
(1) O perfil da superfície hidráulica e obviamente 
afetado pelo perfil da onda no instante inicial (t=0). Se este 
perfil inicial mudar então evidentemente toda a superfície 
hidráulica sofrerá uma alteração correspondente o que torna 
Ôbvio concluir que para cada condição inicial haverá uma 
superfície hidráulica unica. 
(2) Como seria muito difícil descrever empiricamente o 
camportamenta de todas os tipos de andas em todas as 
circunstâncias em que se apresentam, procura-se definir 
genericamente tais comportamentos. As leis da conservaçao da 
massa e do movimento permitem tal generalização, que a despeito 
de algumas simplificações (como a nao consideração das tensões 
superficiais) sao suficientes para descrever o mecanismo que 
rege a propagação de ondas. Tal mecanismo é usualmente descrito 
matamaticamanta am tarma5 do5 ratora5 qua afetam um alamantc da 
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fluido, elemento de dimensões tão pequenas que permite admitir 
relações diferenciais lineares entre os fatores intervenientes e 
consequentemente a formulação de uma equaçao diferencial. Esta 
equação descreve o movimento do fluido em cada ponto x-t. 
As equaçoes diferenciais sao desta forma uma 
representação generica do comportamento real, formulada para 
•implificar um ccmportamanta muita complaxc. 
(3) Após a análise das forças que agem sobre o elemento 
de fluido e a formação das equaçoes diferenciais que representam 
o fenômeno e necessario aplicar tal equação a todo o canal 
através de um processo de integração. Este processo começa a 
partir das condições iniciais e tem continuidade nos estágios 
subsequentes através das condições tisicas (profundidade, 
contornos,etc .. ) da regiao considerada. As condições tisicas 
entram junto com as equaçoes diferenciais no processo de 
integração visando tornar o equacionamento geral uma descrição 
particular do fenômeno que está sendo estudado. 
Através do processo da fornular uma equação diferencial e 
posteriormente integrá-la obtém-se expressões que relacionam a 
profundidade de água h e a velocidade U com todas as combinações 
de distância e tampo na região de integração. Estas expressoes 
podem ser representadas por uma superficie no espaço R(h,u;x,t) 
ou sua projeçao R(h;x,t). A superficie que origina-se da 
intagraçâo das aquaç~es diferenciais 9 chamada de ""superfície 
intagral". 
Ha prática, a medida que a onda caminha no espaço e no 
tempo, sujeita principalmente às leis da conservaçao ela gera 
uma superficie hidráulica Única. são estas leis de conservaçao 
que estão expressas na equaçao diferencial, de forma que, 
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começando com as mesmas condições iniciais e estando o corpo 
d 1 água sujeito às mesmas condições fÍsicas, espera-se encontrar 
uma unica superfície integral gerada pelas equaçoes 
diferenciais. Sendo assim, se a formulação corresponde a 
realidade, então a superfície integral coincidirá eKatamente com 
a superfície hidráulica. Evidentemente tudo o que foi dito sobre 
as superfícies integrais também se aplica as linhas 
características embutidas nestas. 
IV.3 - Q SOLUÇÃO DE PROBLEMQS DE PROPAGAÇÃO EM SISTEHQS 
CONTÍNUOS: O MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
Neste item as equaçoes diferenciais dos escoamentos nao 
permanentes uni-dimensionais a superfície livre são apresentadas 
e resolvidas numericamente pelo nétodo das Características com 
intarualo& da tampo &&pacificado& &agundo STREETER-LIYLIE [15]. 
IV.3.1 APRESENTAÇÃO DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARA 
ESCOQl'IENTOS NÃO-PERHANENTES UNI-DlnENSIONAIS EM CANAIS ABERTOS. 
as equaçoes básicas para escoamentos uni-dimensionais 
usadas consideram um canal prismático de seção irregular. as 
perdas de carga foram incluídas usando as equaçoes de l'lanning e 
Chezy. Considerou-se uma uazao lateral ao longo do canal que 
pode ser proveniente de aguas subterrâneas, esuaziamento ou 
enchimento de Eclusas, salda para sistemas de irrigação, entrada 
de águas pluuiais, etc •. O canal foi considerado como tendo uma 
inclinação a muito pequena tal que cosa~ 1. Assumiu-se também 
uma distribuição hidrostática de pressões ao longo de qualquer 
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linha vertical no fluido o que equivale dizer que nao existem 
acelerações verticais. 
A FIG.IV.3.1 mostra o alamanto da fluido considerado na 
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FIG.IV.3.1 - Volume de controle utilizado na dedução das 
equações da Continuidade e do Movimento (15]. 
Equação da continuidade U• aA. 
ÔX 
+ aA. õt + A.,~ ÕX = q IV.3.1 
Equação do Movimento 
õy g•S g•sin a U,õU + õU + u 0 g•- + - + õt a·q = ÕX ÔX IV.3.2 
Equação de Hanning s = 
n• ,u• 
Cm 2 •R~/3 
onde: 
-q = vazao de entrada lateral por unidade de comprimento 
[m3 /sim] 
y = profundidade do fluido tomada normal ao fundo [m] 
U = velocidade do fluido [mts] 
s = declividade da linha de energia 
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R = raio hidráulico [m] 
A = area do elemento de fluido normal ao escoamento (m'] 
g = acelerai,ão da grau idade [ m/s•] 
n = coaficianta d .. atrito de Manning 
Cm= constante empirica [=1 no S.I.] 
Considerando A(y(x,t),x) e possiuel escreuer que: 
àA àA ày àA 
'y=constante 
àA àA ày T,ºY 
àx = -·- + àx 
e 
àt = ày • àt = ày àx àt 
Para canais prismáticos ºªI -0 => 
àA T,ilY 
à - àx àx x y=constante 
onde T = largura da sei,ão prismática na linha d'água (m). 
R equai,ão IV.3.1 pode ser escrita como: 
U•T•ày + T•ày + a,àU - q = 0 
àx àt àx IV.3.3 
As Equações Diferenciais IV.3.2 e IV.3.3 descreuem o 
comportamento do escoamento gradualmente uariado a superfície 
iiure em canais prismáticos. 
IV.3.2 - SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
-Considerando as equaçoes acima descritas, 
Lo = U·T·ºY + T·ºY + A·ºº - q = 0 e 
àx àt àx 
oy au au u 
L1 = g·ox + g•S - g•sin a+ U·ox + àt + 8 ,q = 0 estas 
podem ser cont>inadas linearmente usando um multiplicador 
desconhecido >.. 
L = L1 + >.•Lo 
L = ! !~·(U+>.•A) + :~ l + Ã•T·[ !~·(U+>.~T) + :r l + 
+ g(S-So) + q•(~ - >.) = 0 IV.3.4 
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Quaisquer dois valores reais de À levam a duas equaçoes 
em termos das variáveis dependentes y e U que são equivalentes 
as equaçoes IV.3.2 e IV.3.3. 
Para qua a& tarmc& na pritllQiro par da colcheta& sa tornam 
dU · a derivada total da velocidade (dt),e preciso que, 
dK 
dt = U + Ã•A 
D• masm. Earma, para qua os termas contidas no segundo 
par da colchataG Ga tornam a dariuada total da proftmdidada 
dy • • 
(dt),e necessario que, 
dK g 
dt = U + À •T 
Como as duas eKpressoes de dK/dt tem que serem iguais, 
U + X·A = U +~e consequentemente À - + J _g~-
X·T - - A•T 
Sendo assim, 
~=U+J A dt - g•'i' IV.3.5 
Se a 5ec9ao tran5ver5al for particularizada para um 
da velocidade da onda de 5uperEÍoie. 
dK _ U + Jg ,y 
dt - IV.3.6 
Fazendo c {IV.3.7) onde c e a celeridade da 
onda e introduzindo os valores de À na equaçao IV.3.4 pode-se 
escrever, 
dU + ~.dY + g(S-So) + ~·(U -+ c) = 0 dt - c dt n IV.3.8 
sujeito a: 
dK 
dt = U + c IV.3.9 
É importante ressaltar que nenhuma aproKimaçao foi 
introduzida nesta transformação de duas equaçoes diferenciais 
parciais para quatro equações diferenciais ordinárias. 
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Assumindo as variáveis independentes como conhecidas nos 
pontos R e S na FIG.IV.3.2, pode-se escrever quatro equaçoes em 
termos das incógnitas U ,Y ,x e t • Isto envolve a integração p p p p 
das equações IV.3.8 e IV.3.9 como segue. 
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FIG.IV.3.2 - Método das Características com intervalos de 
tampa aspacificadas [15]. 
e 
u p 




As equaçoes IV.3.10 a IV.3.13 se encontr.m Qm duas chaves 
para enfatizar sua dependência. Na avaliação da integral 
introduz-se uma aproxima9ao, uma uQz que as incógnitas U, e, A a 
s sao funções desconhecidas do te""o no transitório. 
integração trapezoidal produz um sistema de equaçoes algébricas 
que lev.m a urna solução estável dQsdQ que. condição de Courant 
IUI + c IV.3.14 
As equaçoes resultantes sao nao lineares mas em geral urna 
integração de primeira ordem é satisfatória e resulta em urna 
solução eKplicita e estável [15]. 
As quatro equações apresentam-se em termos das incÓgnit.s 
e Dois caminho~ 
obtenção de urna solução numerica utilizando o Método das 
Características: usar o Grid de Caracteristicas ou intervalos de 
tempo especificados. Este Último oferece algumas vantagens na 
maioria dos problemas de transitórios hidráulicos, urna vez que 
tp tQm v.lorQ& dQfinidos no dQ&Qnvolvirnionto do processo o 
que permite soluções ordenadas. Entretanto, se a uazao ou a 
celaridada variaram muito com K e t, cotrD acontece em !luidos 
muito compressiveis, o Grid de Caracteristicas é mais indicado 
por propiciar melhor precisao nos resultados. Este método sera 
melhor explicado no item IV.5. 
No Método das Caracteristicas com intervalos de te""o 
especificados, o canal e dividido em discretizaç~es de 
comprimento ~x e o intervalo de tempo ~t a ser considerado e 
obtido da equação IV.3.14. 
Para iniciar o cálculo e necessario que os ualores de U e 
y ~ajam conhecidos em todo& os pontos no tempo inicial (t=0). 
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Desta forma e possivel calcular os valores das incógnitas em um 
intgruale dg ta...,e .6t pe~tarier (pente p na FIG.IV.3.2). 
Uma integração de primeira ordem das equações IV.3.10 a 
IU.3.13 lau.a .a : 
u - u + '! . ( y -y ) + g • (SR-So) •.ót p R cR p R 
K - KR = (UR + cR) • .6t p 
u - u -s '! . ( y -y ) cs p s 
+ g, (S
8
-so J, .6t 
p 
K p 
- K s 
+ L,(U 
AR R 





+c8 J · .6t = 0 
IV.3.17 
IV. 3. i B 
Nestas equações, o sub-Índice R indica que o valor deve 
ser tomado no ponto R (FIO.IV.3.2), sendo válido o mesm::, 
conceito para os sub-Índices s. Os valores nestes pontos -sao 
determinados atraves de interpolação linear dos valores 
conhecidos nos pontos a, e e B. Esta interpolação introduz um 
fator dispersivo ao processo numérico que pode ser minimizado 
interpolando-se o mínimo possível, isto e, mantendo um 
incremento de tempo tal que o ponto R tique próximo ao ponto a 
na FIO.IV.3.2 e usando um grande número de discretlzaçÕes .6K. a 
interpolação linear para obtenção do valor de UR e obtida 
usando-se a proporção: 
UC-UR KC-KR KP-KR 
B(UR+cR) 
UC-UA = .ÓK = .ÓK = IV. 3. 19 




Resoluendo IV.3.19 e IV.3.20 simultaneamente obtém-se: 
IV.3.21 
O ualor de cR e determinado a partir da equa9ao IV.3.20 e 
para o caso especial de uma sec9io retangular da equa9io IV.3.7. 
Para o caso de uma sec9ão qualquer, yR é obtido de: 
Yc-yR 
IV.3.22 
usando-se os ualores já calculados de UR e cR. 
Para escoamentos sub-cri.ticos, os mais comumente 
encontrados, a uelocidade média (U} é menor do que c e o ponto S 
encontra-se entre os pontos e e B na FIO.IV.3.2. Seguindo o 
mesmo ractocínto actma mencionado pode-se acnar os ua1ores das 
vartáueis no pontos. 
ºe - 8. ( 0c·ce - c •U ) 
ºs 
C B IV.3.23 = 1 s. (uc u - - cal - - cc B 
cc + Us·B·(cc - ºe> 
IV.3.24 cs = 1 8• (cc cal + -
Ys = Yc + 8 · (U8 -cs)·(Yc - Y9) IV.3.25 
De posse dos ualores nos pontos R e Se resoluendo as 
equa9Ões IV.3.1~ e IV.3.i7 simultaneamente obtém-se Yp e UP. 
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Yp = l , f y •c + y ,c + c •c , [ ~. (U -U ) - At • (S -S ) -
cR+cs 1 s R R s R s g R s R s 
- q•At, (-1-·(U -c) - _1_,(U +c 1)]} 
g AR R R AS S S 
IV.3,26 
IV.3.2? 
Nas extremidades do canal existe apenas uma equaçao 
característica (IV.3.15 ou IV.3.1?) e duas incógnitas, Up e Yp• 
Desta forma faz-se necessária uma condição conhecida que permita 
o prosseguimento do cálculo. Tal condição é chamada "condição de 
contorno" e pode ser o valor conhecido de uma var iáve 1 ( níve 1 
d 1 água constante, velocidade nula, etc •. ) ou uma relação entre 
as duas incógnitas (lei de manobra de uma válvula). 
Uma integração de segunda ordem poderia ser utilizada na 
avaliação das -equaçoes IV.3.10 a IV.3.13 visando tornar mais 
precisa a representação das equações diferenciais por diferenças 
finitas, entretanto isto tornaria o manuseio das equaçoes muito 
mais complicado e ainda seria necessario fazer uso de 
interpolações. Considerando-se que em geral sao utilizadas 
discretizaçÕes Ax pequenas para reduzir o efeito dispersivo das 
interpolações, nao justifica o uso de equaçoes mais conplicadas 
do que as deduzidas neste capitulo. 
IV.4 - ERROS DE INTERPOLAÇÃO 
Uma das vantagens do uso do Método das Características 
com intervalos de tempos especificados com interpolação é o de 
permitir uma solução ordenada com o conhecimento dos valores das 
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uariaueis dependentes em todos os pontos da malha de 
discretização em um mesmo instante de tempo. a maior desvantagem 
é o fato da interpolação introduzir um amortecimento numerico 
















FIG.IV.4.1 - Erros de interpolação no plano x-t (15). 
a forma pela qual o amortecimento influencia a solução 
pode &ar ui&uali2ada no e&coarnanto &em atrito da FIG.IV.4.1. Se 
um transitório é introduzido no ponto B no plano x-t, então seu 
efeito se fará sentir na outra extremidade do canal no ponto D. 
Entretanto se apenas duas discretizaçÕes forem usadas, 
FIG.IV.4.l(a), e urna interpolação de 50% estiuer çendo uçada na 
solução numerica (t = B•c :0.5) nota-se que 50% do efeito será 
transferido para Se dai para o ponto O no teJlllD At. Tem-se 
ainda que 50% do efeito que chegou a O sera transmitido para o 
ponto Y. Desta forma 25% da perturbação inicial chegará 
antecipadamente ao outro lado do canal e será refletida para o 
ponto de partida antes da 
transitório. 
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onda fisica, amortecendo o 
Esta situa9ão pode ser melhorada com o uso de um maior 
numero de discretiza9Ões, FIG.IV.4.1.(b). Com quatro 
discretiza9Ões o distúrbio chega a extremidade do canal no mesmo 
in~tantD dD tDmpR ma~ ARm iruaqnitAdD bom rodu=id-. Uma 
interpola9ão menor (ponto S bem próximo do ponto B) é igualmente 
benéfica na tentativa de diminuir o erro numérico (15). 
É preciso ressaltar que o fator mais iq,ortante para 
evitar o acÚll"Lllo de erros ao longo do tempo e garantir a 
estabilidade do processo e a satisfa9ão da 
'Courant'. 
IV.5 - O MÉTODO DO GRID DE CARACTERÍSTICAS 
de 
Ho item IV.4 deste capitulo foi descrito o Método das 
Caracteristicas usando intervalos de teq,o especificados que 
gera solu9Ões ordenadas em uma análise computacional. Quando o 
fenômeno a ser analisado conta com velocidades muito variaveis, 
a interpolação utilizada no processo com intervalos de teq,o 
especificados gera erros apreciáveis. Da mesma forma, quando 
ocorram calaridadas muito baiKas, a m;;alocidada do tluido poda 
~ar da ma~ma ardam da magnitude da calaridada a ma.is uma ua2 a 
interpola9ão com intervalos de teq,o especificados que conta com 
uma malha de discretiza9ão regular é indesejável. 
O método do Grid de Caracteristicas nao permite a 
ocorrência de tais erros de interpola9ão pois parte diretamente 
das equa9oes IV.3.15 a IV.3.18 para chegar a solução das 
incógnitas xp, tp, Yp e uP. A malha desenvolvida no plano x-t 
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por este método e bastante irregular uma vez que a posiçao de 
intersecção das linhas caracteristicas não é fixa. a FIG.IV.5.1 
mostra uma malha originada do método do Grid de Caracteristicas. 
Os valores das variáveis são considerados conhecidos em todos os 
pontos do canal no instante inicial ( t=0), e através das 
equaçoes IV.3.15 a IV.3.18 pode-se chegar aos valores nos pontos 
a, b a c (FIG.IV.5.1). Com os valoras da x, t, U a y conhecidos 
am cada um desses pontos a formação do grid pode continuar para 




2 3 4 5 6 7 
1 
x=a 
FIG.IV.5.1 - Grid de Caracteristicas 
Nas extremidades do canal faz-se necessario o uso de 
condições de contorno da mesma forma como é feito no método com 
intarualoc da tampa acpaciticadoc. 
Segue-se uma avaliação do desempenho dos dois métodos 
citados neste capítulo, o Grid de Características (GC) e o grid 
retangular (GR) com intarualas da ta111>0 acpacificadas segundo 
LIYLIE a STREETER (15]. 
45 
1)0 método do GC usa uma malha irregular comparado a 
malha retangular do GR. O primeiro é consideravelmente mais 
economico em termos de tempo computacional para precisoes 
equivalente. 
2)0 método GC apresenta resultados com boa precisao nos 
pontos de intersecção do grid. Entretanto os resultados nao 
estão vinculados a um mesmo instante de te~o ao longo do canal 
e nem a secções fixas ao longo do te~o. Interpolações devem ser 
feitas caso estas informações sejam desejadas. O método com GR 
apresenta os resultados onde são desejados, mas apresenta erros 
introduzidos pelas interpolações em cada instante de tempo sendo 
tão maior o erro quanto maior for a interpolação. 
3)Ho Grid de Caracteristicas nao e possivel manter um 
controle da localização dos pontos de intersecção no plano x-t. 
Estes pontos podem cair fora da região do canal fazendo com que 
o processo perca o significado fisico. Para solucionar este 
problema de distorção do grid no método do GC o procedimento 
geralmente adotado e o de regularizar o grid ajustando o mesmo 
ap~s determinado n~ro de etapas de cálculo. isto envolue uma 
interpolação dupla no plano x-t dos dados já calculados. Assim 
chega-se a um espaçamento regular e o método GC pode nouamente 
ser aplicado por mais um periodo de tempo. 
O numero de vezes que tal interpolação e necessaria 
depende de quao severa e a uariaçao da celeridada. o 
amortecimento numerico introduzido com esta interpolayio nao Q 
tão significativo quanto aquele introduzido no grid retangular. 
4)8 condição de Courant para estabilidade do processo e 
sempre satisfeita no método do GC enquanto que no GR é preciso 
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Ficar atento para que o grid gerado satisfaça tal condição em 
todas as etapas de cálculo. 
S)No método do GC não há meios de se manter um controle 
da entrada das variáveis de contorno no tempo enquanto no GR as 
condições de contorno entram no cálculo em tempos pré-definidos. 
Isto torna o método do GC desapropriado para sistemas compleKos 
ao mesmo tempo em que e uma grande vantagem do método com GR. 
6)As dimensões das discretizaçÕes devem ser escolhidas e 
mantidas inalteradas ao longo do canal no método com GR. 
7)0 Método das Caracteristicas usando o GR apresenta dois 
inconvenientes para aplicação em canais abertos. O primeiro e a 
limitação do incremento de tempo pel- condição de Courant e o 
segundo e a necessidade de uma discretização com elementos de 
iguais comprimentos para reduzir os erros de interpolação. Em 
transitórios lantes, o primeiro Eator pode torn~r o uso dasta 
método anti-econômico e na modelagem de canais naturais o 
segundo Fator torna o uso do método inadequado. 
Esta análise permite concluir que os dois métodos sao 
igualmente eficazes ficando a escolha vinculada ao fenômeno que 
sera estudado. 
No caso especifico dos transitórios hidráulicos a 
superEÍcie liure qus ocorrem no interior d~ camara da eclusa 
optou-se pelo método com grid retangular ou com interualos de 
tempo especificados pois a irregularidade do grid no método do 
Grid de Características tornaria a análise do fenÔmeno a duas 
dimensões bastante difícil. disso e desejáuel o 
conhecimento do valor das uariaueis dependentes em pontos 
específicos sendo também importante ter em maos o comportamento 
4? 
do fenômeno em todos os pontos da malha em um mesmo instante de 
tempo, o que soe possível com o grid retangular. 
Apesar dos transitórios que ocorrem no interior da camara 
de uma Eclusa serem lentos ainda e economicamente viável do 
ponto de vista de tempo computacional usar o l'létodo das 
Caracteristicas com intervalos de teq,o especificados tendo em 
vista que a cada instante de tempo nao é necessário resolver um 
grande sistema de equaçoes pois as caracteristicas sao 




EQUACIONAMENTO l'IATEI'IÁTICO DO FENÔMENO 
Neste capitulo serão estudadas as ondas que se formam na 
superfície d 1água da camara de uma Eclusa resultantes do 
enchimento ou esvaziamento da mesma. As equaçoes diferenciais da 
Continuidade e do l'louimento serao deduzidas para posterior 
resolução numerica pelo Método das Características com 
intarualo~ da tampa a~pacificadc~-
z z 
h( t) C\:.r y_lflK!_Y.!..tl 
'1o(K 1 y 1 t) 
_ C\_ -:y-_11 K,y,t) 
Wo(K 1y 1t) 
K 
1------- a 1----b 
FIG.V.! - Sistemas de EiKos Ortogonais Utilizado 
onde: 
a Dimensão longitudinal da camarada Eclusa [m] 
b Dimensão transversal da câmara da Eclusa [m] 
y 
IJo (K,y,t) Velocidade equivalente de entrada/salda de 
água no fundo da câmara [m/s] 
h(t) Altura média de agua no interior da 
. 
camara no 
instante de tempo t [m] 
lJ{K,y,t) Perturbação do nivel de agua em relação a 
altura média no ponto de coordenadas (K,Y) no instante de 







FIG.V.2 - Componentes das velocidades 
onde: 
u Velocidade do escoamento na direção-x [m/s] 
., Velocidade do escoamento na direção-y [m/s] 
v.1. HIPÓlESES SIMPLIFICADORAS ADMITIDAS NO 
EQUACIONAMENTO: 
!)As Eclusas consideradas neste estudo possuem sistemas 
de adução e esgotamento hidrodinamicamente equilibrados. Tais 
sistemas permitem operações de enchimento e esvaziamento isentas 
de ondas de translação muito severas, o que torna válida a 
hipótese do escoamento no interior da câmara ser quasi-paralelo 
onde não ocorrem acelerações verticais significativas e a 
distribuição das pressões é hidrostática. 
2)Em escoamentos a superfície livre como o que ocorre no 
. . 
interior da camara e intuitivo supor que todos os esforços 
impostos ao corpo de agua serão acomodados pela superfície livre 
sendo possível admitir o fluido, 
incompressível. 
3)As baixas velocidades do 
. 
no caso a agua, como sendo 
. 
escoamento na camara 
possibilitam a não consideração de mecanismos de dissipação de 
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energia na formulação matemática. Tais mecanismos sao relevantes 
na final da procasso da anchimanta quando atu~m amortecendo as 
perturbações geradas, entretanto como o periodo critico na 
formação de ondas ocorre nos cinco minutos iniciais do 
enchimento [14] foi passivei desconsiderar o atrito sem perda na 
precisao. 
4}Qssumiu-se ainda que nao existem embarcações no 
interior da Eclusa e que as co1111ortas reguladoras de vazão serão 
aharta~ gradu.almanta. 
V.2 - EQUAÇÃO DQ CONTINUIDADE 
Q equaçao da Continuidade traduz o principio da 
conservaçao da massa: O acréscimo de massa do liquido no volume 
de controle durante um intervalo de tempo Àt, é igual à soma das 
massas do liquido que entra no volume de controle diminuida da 







v+ .Q.Y. Ay 
ay 
-+--- u + au âx 
ax 
FIG.V.2.1 - Elemento de Fluido considerado na dedução da 
Equação da Continuidade. 
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As seguintes parcelas atuam no volull'M:J dg controla 





J(h+>J) -u•Aydz = vazao de massa que entra no volume de controle o 
na direção-x. 
J(h+I]) 1 u·Ay o + ~(u•Ay) ·Ax]dz ax = vazao de massa que sai do 
volume de controle (vazão que entra somada a variaçao 
desta na dire9ão-x). 
J(h+>J) -v·Axdz = vazao de massa que entra no volume de controle o 
na dire9ão-y. 
J(h+q) [ v·Ax o + ~( v •AH)• Ayldz õy = vazao de massa que sai do 
volume de controle (vazão que entra somada a varia9ao 
desta na direção-y). 
p•Wo•Ax•Ay = uazao de massa que entra pelo fundo do volume de 
controle 
!t(p•Ax•Ay•(h+q)) = uaria9ão de massa no volume de controle no 
tempo 
p 
Do Principio da Conserua9ão da Massa chega-se a, 
J(h+>J) J(h+>J) [ a ] u•Aydz - u•Ay + ax(u•Ay)•Ax dz + p o o 







Pela hipótese do escoamento quasi-paralelo sera 
considerada uma uelocidade madia na uertical na direção-x (U) e 
uma uelocidade madia na uertical na direção-y (V). Desta forma: 
J( h+11) 
u.dz = (h+11)·U 
o 
J(h+11) 
u.dz = (h+11) ·V 
O 
l - u 1 . ~( h+IJ) (h+IJ) àx 




-·dz = àx àx 
o J
( h+17) 





ªº·dz = ~ 1 u•dz 
ày ày 
o o 
"' ·~(h+IJ) ~ 0 (h+11) ày 
l - ui •~(h+11) (h+17) ày 
pois !ui «l e 1:y(h+11)I 
Desta forma: J
(h+>,) 








As equaçoes V.2.4 e V.2.5 foram levadas em v.2.1 e 
obteue-se: 
-p·.lly•.llx·:x[(h+!J)·U] - p•.llx•.lly·:y[(h+11)·V] + p·Wo•.llx•.lly = 
à 
= p·.llx·.lly·at(h+11) v.2.6 





Optou-se pelo uso das vazoes e altura do nluel d•água 
. 
dependentes, assim - V.2.7 como variaueis sendo a equaçao 
torna- ~Q: 
a àQK aqy V.2.8 àt(h+11) + àx + ày - Wo = 0 
onde: Qx = (h+ry) •U = vazao por unidade de largura na 
direçio-K [m 3 /s/m]. 
Qy = (h+ry)•V = vazao por unidade de comprimento na 
direção-y [m3 /s/m]. 
U.3 - EQUAÇÃO DO l'IOUIMENTO 
A conservaçao da quantidade de movimento (Q.M.) num 
uolume definido, e obtida considerando a soma dos uetores na 
direção longitudinal. Portanto a Q.M. que entra, menos a Q.M. 
que sai, mais a Q.M. devido a contribuição lateral e as forças 
que atuam no corpo de água é igual a variação de Q.M. no tempo. 
Sendo assim, a somatÓria das forças que agem no volume e igual à 




FIG.U.3.1 - Uolume de Controle considerado na dedução da 
Equação do Movimento. 
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... d ... 
F = dt(m·v) V.3.1 
Considerando as hipóteses simplificadoras, a unica força 
atuando no elemento de fluido considerado é a força de pressão 
. 
visto que a força de gravidade e ortogonal as dire9Ões 
consideradas. 
Uma vez que a quantidade de movimento é uma grandeza 
vetorial, esta deve ser considerada separadamente nas duas 
direções. 
Força de Pressão 
Direção-x: 
p•Ay•ÁZ - [p•Ay•Az 
V.3.2 
Direi,ão-y: 
p•ÁK•ÁZ - [p•ÁK•ÁZ + :~•ÁK•Áy•Áz] 
V. 3. 3 
Variação da Quantidade de l'fovimento no TeDi>o 
É a derivada no tempo da Quantidade de Movimento do 
fluido no volume de controle. 
Direção-x 
Direção-y 
Variação da Quantidade de l'fovimento no Espaço 





uni-dimensional, faz-se necessário considerar que a quantidade 
de movimento em uma direção sofre a influência do movimento nas 




= õx(p•áy•áz•u )·áx + 
à 
+ õz(p•áx•áy•u•w)•áz 
Direção-y à • = õy(p•áx•áz•u )•áy + 
à 
+ õz(p•áx•áy•u•w)•áz 
aplicação da Conservação da Quantidade de Mouimento 
Direção-x 
ap a a • a a 
- ~~ = àt(p•u) + -(p•u) + -(p•u•u) + -(p•u•w) 
UA ÕX õy àz 
Direção-y: 
ap a a • a a 






ap õu õp • àp õu au õu 
- àx = P'àt + U•õt + u 0 Õx + 2 'P'U'õx + p•u•õy + p•u•õy + 
ap + U•U'•- + 
õy 
àw àu 
p•U•- + p•W•- + õz õz 
Leuando a equa9ao da Continuidade 
à à 
õy(p•u) + az(p•w) = 0) em V.3.10: 
àp 






V. 3. 10 
a 
-(p•u) õx + 
V.3.11 
Como as velocidades do escoamento sao nuito pequenas com 
relação a uelocidade de propagação das perturbai;,Ões (u,u,w <<e), 
os termos conuectiuos que são o produto de dois valores pequenos 
se tornam despreziueis. 
Daçconçidgrando o• termo• conuactiuoç am V.3.11 
ilu ilp 
P'àt = - õx V.3.12 
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Analogamante, expandindo V.3.9 chega-se a 
iJv iJp 
p•- = - -iJt iJy 
V.3.13 
Considerando a distribuição hidrostática de pressões: 











= - p•g·:y(h+IJ) 
Integrando 11.3.17 e 11.3.18: 
J{h+IJ) J(h .. 11) 
ij 
u•dz + g :K(h+IJ)dz iJt 
o o 
J'h .. 1'/ l J(h .. 1'/ l ij 
v•dz + g : ( h+T/ )dz iJt 














!t· 111·(h+T/>l + g•(h+T1)·!y·(h+T1) = 0 11.3.22 






!t·(Qy) + g•(h+'l)·!y·(h+'I) = 0 V.3.24 
V.4 - EQUAÇÕES CARACTERÍSTICAS 
As equaçoes da continuidade (V.2.B) e do IIDvimento 
(V.3.23 na direção-x e V.3.24 na direção-y) sao equaçoes 
diferenciais parciais hiperbólicas e quase lineares em termos de 
três variaveis dependentes (vazão na direção-x, -vazao na 
direção-y e nível de âgua) e três variâveis independentes 
-(discretiza9Ões em y e em x e o tempo). Estas equa9oes serao 
transform.das em oito equações diferenciais ordinârias pelo 
Método das Características. 
As equa9oes da Continuidade e do Movimento serao 
idllilintificadas. por Lo, L1 a LI como &a &.agua. 
a + c!Qx + i!Qy -Lo at ( h+'I l ax ay Wo = 0 V.4.1 
c!Qx a L1 at + g• (h+17)·-(h+17) = 0 V.4.2 ilx 
Lt c!Qy a at + g • ( h+I'/) • -( h+17) = 0 V.4.3 ily 
Tendo em vista que 17 (perturbação do nível d'água) é 
pequeno comparado ah (nível d 1 âgua médio no instante t), nas 
equa9 oes Li e Lt serâ admitido que ( h+I'/) ~ h. 
É possível combinar -linearmente estas equaçoes fazendo 
LI = Lo 
a 
LI = ilt(h+'I) + 
+ À1 , L1 
i!Qx + i!Qy 
~ ily [ 
i!Qx a ] -Wo + >.1, -- + g•h•-(h+I'/) at ax 
V.4.4 
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• Fazepdo g,h = c e rearranjando LI 
1:t(h+11) + ÀJ •c
1 





ãy - Wo =0 
11.4.5 
Quaisquer dois valores distintos de >.1 levarão a duas 
equaçoes em ter111Js das variaveis dependentes {h+11) e Qx 
equivalentes as equações Lo e L1. O Método das Caracteristicas 
ccn~ista am salacionar dais valoras particularas da ~1 que 
-resultem na conversão da equaçao LI 
diferenciais ordinárias. 
em um par de equaçoes 
Em uma das equações aparecera ainda uma derivada parcial 
que será tratada como resíduo. 
Cgn~idgr~ndg qpg QK = QK(K,y,t) g (h+q) = (h+q)(K,y,t) 
são soluções das equações Lo e L1 telllls que: 
sao: 
dQx ãQx dx + ãQx,dy + ãQx 
~ = ãic" dt ãy dt rr-
-Levando estas equaçoes em 11.4.5 vem que: 
dx • 1 
dt = >.1 ·c = XI => À1 = + !_ - c 
Desta forma a equação V.4.5 pode ser escrita ccUD: 
d
dt(h+T/) + !_,dQK + ãQy - Wo = 0 
- c dt ãy 
sujeita a 
dx 




As quatro equações diferenciais ordinárias na direção-x 
Cx 
+ d 1 dQx 
dt(h+11) + -·-- + c dt 
ãQy 
ãy - Wo = 0 11.4.9 
dx + 11.4.10 dy 0 11,4.11 dt = c dt = 
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d 1 dQK élQy Wo 0 CK dt(h+,i) - -·-- + ély - = c dt V.4.12 
dx V.4.13 
dy 
0 iIT = - c dt = V.4.14 
Analogamente ao que foi feito para obtenção de L1 
' e 
possível combinar linearmente Lo e L2 com o multiplicador X2 e 
seguindo o mesmo raciocínio obtém-se dois pares de equaçoes 
r - -Caracteristicas na direçao-y, que sao: 








V.5 - INTEGRAÇÃO NUMÉRICA 
dK 





quatro ohave5 para enfatizar 5ua dependência, a integra9ão 
nu~rioa deve ser Eeita ao longo das linhas CaraoterÍstica5. Uma 
aproxima9ao e introduzida na avalia9io da integral urna vez que 
Qn, Qy, o e (h+71) 5ao fun9~es desoonhecida5. a integração 
est.,;vei,s de5de que a oondi9io de '"Co~ant'" 5eja ob5ervada. 
~t < ~ 
- e v.s.1 
Uma integração de primeira ordem e em geral satisfat~ria. 
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integração numerica das Equações Caracteristicas. 
Assumindo as variaveis dependentes Qx, Qy, e (h+l'I) 
conhecidas nos pontos R, S, Te J (FIG.U.5.1), oito equaçoes 
podem se escritas em ter11E1s das incógnitas Qxp, Qyp, xp, Yp• 
(h+l'l)p e tp. Isto envolve a integração das equaçoes U.4.9 a 
U.4.19 
Na aplicação do Método das Caracteristicas as equaçoes 
diferenciais da continuidade e do movimento nao foi possivel 
tran&farmar toda& a& dariuada& parciai& am dGriuada& totai&, 
desta forma na integração as derivadas parciais serão avaliadas 
com uma apraximaçao da segunda ardam usando um caaficianta da 
ponderação delta (6) que sera posteriornente analisado. 
Vi&to que a& ualacidada& da anchimanta/a&ua2iamanto {Wc), 
que são dados de entrada do programa são valores conhecidos em 
instantes especificas, para a integração das caracteristicas e 





/ +t ,. 
ti.x !J,.x 
FIG.U.5.1 - Linhas Caracteristicas 
Tendo o ualor da calaridada &ido con&idarado con&tanta am 
cada instanta da tampo t conclui-sa qua cR=cs=cT=cJ. Doravante a 
aproKifflilçio da &agunda ardam da calaridada na& intagraçÕa& acima 
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serã conhecida por e [ onde e= 
simplificar as fÓr!J'Ulas. 





Õ•C R,S,T,J visando 
FIG.V.5.2 Di5oretiza9io do Método das Caraoteri5tica5 
oom intervalos de tempo e5peciEioados na direçio-x. 
CaraoterÍstioa Positiva, 
r. t·dQK + [ àQY,dt -ày 
R 
~. (QKP - Qx } + [õ· (OQy) + 















1~ + 1 -
1 CYtCy 
---'ne,--T--~c----'"=J~~E----+1 Y 
1 t.y - 1-- t.y ~ 
FIG.V.5.3 - Discretização do Método das Características 













(h+~)p - (h+~)J - ~-(QYp - Qyj) + [õ·(=~K)J + 
c 
V.5.5 
Resolvendo simultaneamente as -equaçoes V.5.2, V.5.3, 
V.5.4 e V.5.5 é possível chegar a equações explicitas para as 
incógnitas. Desta forma: 
Subtraindo as duas equações Características na direção-x: 
( h+~) + ! , ( Qx + Qx ) + õ · .át · [ ( àQy - Wo) -S - R S ày S 
c 
- (OQy - Wo) l l ày R V.5.6 
Subtraindo as duas equações Caracteristicas na direção-y: 
- (h+~) + !,(Qy + Qy ) + ô•.át• [(àQx - Wo) -
J - T J àx J 
c 
àQK l l - (- - Wo) àK T V.5.7 
Somando as quatro equaçoes Caracterlsticas: 
- .át · [ô· [ ( àQy - Wo) + (àQy - Wo) + ( àQx - Wo) + ( àQK - Wo) ] + 
ày R ày S àx T àx J 
+ (1-ô), [2.0, (:~y - Wo)p +2.0, (:~K - Wo)p] l } V.5.8 
-As equaçoes V.5.6 1 V,5,7 e V.5.8 permitem determinar as 
três incógnitas Qx, Qy e (h+~) em cada ponto da malha em 
p p p 
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função dos dados do tempo anterior. 
V.6 - INTERPOLAÇÕES 
Nas equaçoes V.5.6 a V.5.8 os sub-indices indicam que os 
ualores das uariaueis deuem ser tomados nestes pontos (figuras 
FIG.V.5.2 e FIG.V.5.3). Isto leua a uma interpolação linear dos 
ualores conhecidos nos pontos A, B, C, D e E da malha de 
discretização. Como ja foi explicado no Capitulo IV isto 
introduz um fator dispersiuo ao sistema nu~rico que pode ser 
minimizado interpolando-se o minimo possiuel. 
A interpolação linear para QxR é expressa pela proporçao: 
onde: 




= = 8·c 
(h+17)R = (h+11)c - B·c· [(h+11Jc - (h+11JAJ 




U5ando a interpola9;0 para aohar 09 valore5 no ponto Sr 
QXS - QXC XS - XC XS - l{p 
= = = B•c 
QxB - QHC J!IK J!IK 




Na direção-y a interpolação leva aos seguintes valores 
noç pcntcç Ta J 
andliifi: 
.át 
a = .áy 
(h+Q)T = (h+Q)c - a·c· [!h•Q)c - (h+QJ 0 ] 
WT = WC - a•c•(Wc - W0 ) 
QyJ = QyC + a•c•(QyE - QyC) 
(h+Q)J = (h+Q)c + a·c· [!h+Q)E - (h+QJc] 
W =W +a•c•(W -W) J c E c 








Q solução para problemas de transitórios hidráulicos 
geralmente começa com condições de escoamento uniforme no 
instante inicial (t=0), de forma que os valores de H (nível), Qx 
e Qy sao conhecidos neste instante em todos os pontos da 
discretização. Q solução consiste em achar os valores de (h+Q), 
QK g Qy para toda a malha no in•tanta t = ~t, dapai• no in•tanta 
t = 2•.át e assim sucessivamente até alcançar o tempo de análise 
desejado. Em qualquer ponto interior da malha de discretização, 
de coordenadas (i,j) genéricas (FIG.11.7.1) as quatro equações 
características sao resolvidas simultaneamente para as 













FIG.V.7.1 - Linhas características no plano K-y-t. 
Uma obseruação mais cuidadosa da malha da Fig.V.7.1 
auidancia qug º" 
influenciar os pontos internos apos o primeiro interualo de 
tempo. Desta forma para dar continuidade à solução em qualquer 
instante de tempo faz-se necessária a introdução de condi9Ões de 
contorna apropriadas. 
Em cada linha lateral da camara da Eclusa encontram-se 
disponÍueis três características e no encontro de duas linhas 
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apenas duas equa9oes caracteristicas. Como ja foi dito 
anteriormente, sao necessarias duas equaçoes caracteristicas em 
cada direção para explicitar os valores das inc~gnitas Qxp, Qyp 
.. desta torma torna-se auidanta que para os pontos 
localizados nas linhas limites laterais será preciso obter uma 
equaçao auxiliar especificando a vazao, o nivelou uma relação 
entre eles. Esta equação deve transmitir informações sobre o 
comportamento deste contorno. Seguem-se as condições iniciais e 
de contorno da Eclusa em questão. 
Condição Inicial: 
No instante inicial (t=0) nao existe escoamento no 
interior da eclusa nem perturbação do nível de água. Desta forma 
- - (Qx=0 Qy=0) nível . (h=Ho) as oazoes sao nulas e e o e constante 
Condições de Contorno: 
Para X = 0 e X = a Qx = 0 (não há vazao na direção-x) 
Para y = 0 e y = b Qy = 0 (não há uazao na direção-y) 
Q velocidade equivalente de alimentação no fundo da 
Eclusa representada no modelo matemático por Wo será um dado de 
entrada durante toda o tampo da anchilllQnto/asua2iamgnto. O 
conhecimento de tal velocidade e consequentemente da vazao 
aduzida acamara, uma uez que e conhecida a dimensão da câmara, 
permite o conhecimento da altura de água média no interior da 
Eclusa am cada instanta da tampo calculado. 
t 
h( t) = Ho + J Qo(t) •dt e a·b 
o 
Qo(t) = [t Wo(x,y,t) •dx•dy V.7.1 
onde: Qo(t) - Função de enchimento conhecida 
Ho - Altura de água no interior da câmara no instante t=0. 
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CAPÍTULO VI - DESCRIÇÃO DO PROGRAMA DESENVOLVIDO 
Com base no modelo matemático desenvolvido no Capitulo V, 
foi elaborado um programa para micro-co111>utadores do tipo 
PC-XT/AT na linguagem FORTRAN 77. 
VI. 1 - PROCEDil'IENTO DE CÁLCULO ADOTADO 
Visando a elaboração de um algoritmo estruturado foi 
utilizado o artificio de criar uma orla de pontos fictícios em 
torno da discretização real da Eclusa (FIG.VI.1.1). Com a 
criação desta orla todos os pontos pertencentes ao espaço fisico 
da Eclusa se tornaram pontos internos da malha de discretização 
para onde convergem as quatro equações características, o que 






//// ., ., ..,. ., . . . ., ., ..,. ..,. .. - -
j ; 
- j /, ~ -F . Fronteira 1 ronteira 3 
j j 
j j 
/,-'// //// /t// //// //// 
1 
y Fronte,ra 2 
FIG.VI.1.1 - Discretização do fundo da Eclusa. 
As condições de Contorno nos pontos localizados nas 
paredes e portas da camara da Eclusa foram satisfeitas no 
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preenchimento dos pontos de orla (pontos ficticios) como mostra 
Condições de Contorno na fronteira 1: 
onde a= Ponto fictício da orla 
B = Ponto interno da malha de discretização 
equidistante do ponto a. 
P = Ponto da malha de discretização localizado no 











FIG.VI.1.2 - Características que convergem para o ponto P 
Valores atribuídos ao ponto fictício •a• visando atender 
a condição de contorno Qx(x=0,t) = 0 no ponto •p • 
( h+I]) X=8 = ( h+IJ) x=B VI. 1. 1 
àQy 
= 
àQy VI.1. 2 ay X=8 ~ x=B 
Wo K=8 = Wo K=B VI.1. 3 
Qx X=8 = -Qx x=B VI.1.4 
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Levando os valores acima na equaçao V.S.6 satisfaz-se a 
Condição de Contorno na Fronteira 1 (Qxp(x=0,t)=0). O valor de 
pode ser obtido da subtração das duas equaçoes 
caracteristicas na direção-y (equação V.S.7) e o valor de (h+ry)p 
é obtido da soma das equações caracteristicas nas duas direções 
(equação V. S . B ) • 
Observe-se que a caracteristica ficticia CX+ nao introduz 
erra poi~ com o~ u•lora~ impo~to~ (UI.1.1 a UI.1.4) a ~orna da5 4 
caracteristicas feita para a obtenção de V.S.B é equivalente a 
somar apenas as 3 caracteristicas reais e assumir a condição de 
contorno Qx(0,t):0. 
Nas demais Fronteiras (FIG.VI.1.1) foi seguido raciocínio 
análogo para atender as Condições de Contorno. 
A alternativa Clássica do Método das Caracteristicas para 
o cálculo das incógnitas nos pontos de fronteira seria o uso das 
Equações Caracteristicas reais aliado à Condição de Contorno 
conhecida. A desvantagem desta opção se encontra no fato de 
serem necessarios oito procedimentos de cálculo para os pontos 
Fronteira 1 : Equações Caracteristicas CV+, CV e CX e a 
condição de contorno Qx = 0. 
- • + + 
Fronteira 2: Equaçoes Características CV, CX e CX e a 
condição de contorno Qy = 0 
Equações Caracteristicas 
+ - ex+ Fronteira 3 : CV, CV e e a 
condição de contorno Qx = 0 
Fronteira 4 Equações Caracter.isticas ex+ 
- CV+ : 
' 
ex e e a 
condição de contorno Qy = 0 
Ponto conum as Fronteiras 1 e 2 Equações 
Caracteristicas CX-, CV+ e as Condições de Contorno Qx=0 e Qy=0. 
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Ponto comum as Fronteiras 1 e 4 Equações 
Caracteristicas 
- CondiçÕes ex 
' 
CV e as de Contorno Qx=0 e Qy:0. 
Ponto comum ª" Fronteiras 3 " 4 Equações 
Caracterist ica" 
+ 
CondiçÕes ex , CV e as de Contorno Qx=0 e Qy:0. 
Ponto comum as Fronteiras 2 e 3 EquaçÕe" 
r + + -Caracteri,.ticas CX, CV e as Condiçoes de Contorno Qx=0 e Qy=0. 
No algoritmo idealizado não foram usadas diretamente as 
equaçoes V.5.6, V.5.7 e V.5.8. Foram criadas subrotinas que 
calculam as parcelas referentes a cada equaçao característica e 
posteriormente estas parcelas foram adicionadas e subtraidas 
convenientemente para obtenção das incógnitas. Este procedimento 
visa apenas um programa mais fácil de ser entendido além de 
evitar o uso de equaçoes que ocupam uarias 1 inhas de 
programaçao. 
Em e.ada 
vazoes e níveis do tempo anterior para calcular as incógnitas, 
os valores achados se tornaria base para o cálculo das uariaveis 
(h+~), Qx" Qy no instante de tempo seguinte. 
VI.2 - DQDOS DE ENTRQDQ 
O programa admite co11D dados de entrada: 
VI.2.1 - Dimensões da Eclusa: 
VI. 2. 2 
a= Dimensão Longitudinal da camara. 
b = Dinensio Transversal 
Nivel de agua no interior da camara em cada 




Número de discretizaçÕes nas duas direções da 
NDK = Número de discretizaçÕes na direção x. 
NDY = Número de discretizaçÕes na direção y. 
VI.2.4 - Te11110 de Cálculo desejado 
TENCH = Tampe da anchimgnta/a&ua2iamanto. 
VI.2.S Coeficiente de ponderação da aproxineçao 
secundária no modelo netemático = DELTA 
VI.2.6 M.ltri2a& com a& ualocidada& aquiualanta& da 
entrada/salda de água no fundo da cânera. O intervalo de tempo 
antra dua& matri2a& con&acutiua& no arquivo da dado& da antrada 
é considerado constante e também um dado de entrada. 
TESP = tampo da a&paçamanto antra a& matriza& da 
velocidades de entrada de água na canera no arquivo de dados. 
0& dada& da antrada supra-citado& dauam &a ancontrar num 
arquivo previamente criado ao qual o programa associa o numero 
lÓgico •s' 
o sistema de medidas usado e o 5.I. 
Intarnacional - M.K.5.) 
VI.3 - ALGORITMO E FLUXOGRAMA DO PROGRAMA 
ALGORITMO: 
- INÍCIO 
- Laitura do& dado& da Entrada 
- Definição das Constantes. 
(Sistema 
- Verificação do número de discretizaçÕes em relação ao 
dim,an&ionamantc da& matri2a& da programa. 
- t = 0 
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- INÍCIO DA RESOLUÇÃO HUl'IÉRICA. 
Cálculo da celeridade (C) 
- Cálculo do incremento de teq,o At 
4 t = t + At 
Sa t > TEHCH ~ STOP 
Método das Caracteristicas 
Cálculo dos valores das VazÕes QK e Qy em 
todos os pontos internos da malha de discretização e posterior 
praanchimanto da~ ponto~ da orla. 
cálculo das Derivadas das VazÕes e 
praanchimianto da orla. 
Cálculo do nivelem todos os pontos internos 
da matriz de discretização e preenchimento da orla. 
Atribuição dos valores das vazÕes, dos niveis 
a da~ valacidadaç da antrada do tampo t+At ao taq,o t. 
Volta ao começa da resolução numérica para 
cálculo das incógnitas em um novo instante de teq,o. 
Para chegar aos valores das vazaes e posteriormente aos 
dos niveis são inicialmente calculado os valores das 4 (quatro) 
Equações Caracteristicas que, somadas como demonstrado no modelo 
matemático, torna possivel a obtenção dos valores desejados. 
O cálculo das vazÕes no teq,o t antecede ao dos níveis 
pois para obter eçteç Últimos faz-se necessario a obtenção dos 
valores das derivadas das vazÕes no tempo t. 
O programa também conta com uma subrotina que interpola 
os ualores das vazÕes e niveis entre os pontos da discretização 
para chagar ao~ valora~ nc~ ponto~ raai~ da partida da~ 
Características quando estes pontos não coincidem com os pontos 
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da malha. Esta Subrotina e utilizada no cálculo das parcelas das 
4 equações Caracteristicas. 
FLUXOGRAMA: 
Introdução das condições iniciais de uazoes nulas e deri-
uadas das uazÕes nulas em todos os pontos da malha. 
- Leitura dos dados de entrada :a,b,Ho,TESP,NDX,NDY,TENCH e 
DELTA. 
- Definição das constantes. 
- Introdução das CondiçÕes Iniciais do niuel e da celerida-
de--+ Para t=0: {h+Q)(x,y) =Ho e C = J g•Ho 
Inicio da Resolução Numérica 
1 
Cálculo do primeiro .át: .át minimo entre .áx e .áy = e (t=0) 
1 
Cálculo do primeiro terrpo de cálculo: t = t + .át 
- (1) 
SUBROTINA VELENT - Lê do arquiuo de dados o niuel médio 
. 
de agua e as uelocidades equiualentes de entrada nos pontos 
da malha de discretização,interpola linearmente para chegar 




- Cálculo da celeridade no instante t (CP) 
- Cálculo da celeridade média (C) : C = õ·C + (1-õ}•C p 
l 
MÉTODO nas CaRQCTERÍSTICas 
1 
-- Sendo conhecidos os valores das vazoes, niveis e veloci-
dades de entrada no instante de teff1)o anterior, a SUBROTINA 
INTERP acha o valor destas variáveis nos pontos reais de 
-partida das quatro caracteristicas segundo as equaçoes 
V.6.1 a V.6.15. 
- Calcula a soma das parcelas referentes ao ponto de part! 
da da característica + Cx (parcelas com sub-Índice R) na 
equação V.5.2 chamando esta parcela de C1. 
- Calcula a soma das parcelas referentes ao ponto de part! 
da da característica Cx (parcelas com sub-Índice S) na 
equação V.5.3 chamando esta parcela de Ci. 
- Calcula a soma das parcelas referentes ao ponto de part! 
da da característica + Cy (parcelas com sub-Índice T) na 
equação V.5.4 chamando esta parcela de C3. 
- Calcula a soma das parcelas referentes ao ponto de part! 
da da característica Cy (parcelas com sub-Índice J) na 
equação V.5.5 chamando esta parcela de C~. 
l 
- Cálculo das vazÕes na direção-x e na direção-y (Qx e p 
Qyp respectivamente) no instante de tempo tem todos os po~ 




- Preenchimento da orla em torno das matrizes Qxp e Qyp 
tornando os pontos de fronteira da Eclusa pontos internos 
de cálculo satisfazendo também as condições de contorno nes 
tes pontos. 
! 
- Cálculo das matrizes das derivadas das vazoes: 
DQx = Di!!riva.da da vazao na direc;,ão-x "m r"la9ão a K 
DQy = derivada da vazao na dire9ão-y em rela9ão a y 
l 
- Preenchimento da orla em torno das matrizes das deriva-
das 
! 
- Cálculo das parcelas das equaçoes caracteristicas em K e 
em y referentes ao ponto de chegada da característica (par-
celas do lado direito da equa9ão V.5.8 que contam com o sub 
-Índice PJ. 
! 
Cálculo dos níveis em todos os pontos da malha de dis-
cretização segundo a equação V.5.8. 
! 
- Criac;,ão da orla em torno da matriz dos níveis. 
l 
- l8"ressão de Resultados. 
1 
77 
- atribuição dos valores calculados neste instante de tem-
po ao tempo anterior para ser usado na próxima etapa de cál 
culo. 
J 
- Cálculo do novo incremento de tempo ~t: 
~t = 
minimo entre ~x e ~y 
C(te11110 ora calculado} 
- Determinação do novo tempo de cálculo: t = t + ~t 
! 






C8PÍTULO VII 8PLIC8ÇÃO E 8PRESENT8ÇÃO DE RESULT8IX>S 
Com a finalidade de uerificar a precisao do modelo 
desenuoluido no Capitulo V fez-se necessária a elaboração de 
exemplos exatos para efeito de comparaçio dos resultados finais. 
Sabendo-se que a distribuição de uazÕes nos orifícios do 
sistema de distribui9ão de uma Eclusa uaria preferencialmente na 
direção longitudinal e em alguns casos (dependendo do sistema de 
distribuição) também uaria na direção transuersal decidiu-se 
pela comparaçao em dois exemplos de enchimento possuindo solução 
exata. 
1) Função de alimentação onde a uazao nos orificios uaria 
linearmente apenas na direção longitudinal do tanque. 8 adução e 
retirada simultânea de uazÕes iguais mantém constante 
médio d 1 água na camara. 
o níuel 
Para este exemplo foram efetuadas duas análises 
comparatiuas. 8 primeira foi uma aplicação do Método das 
Características a uma diBEnsão uisto que na outra dimensão 
horizontal não há variaçao do escoamento. O segundo foi a 
resolução exata do problema utilizando-se uma expansão em série 
de Fourier. 
2) Função de alimentação com a uazao aduzida pelos 
orifÍcios variando linearmente nas dUãls direçÕ&s. Como no 
exeq>lo anterior não ocorre acÚmulo de uolume no interior do 
tanque e a altura ~dia de agua perrnanacg conçtantg durante todo 
o processo. O resultado exato deste exemplo também foi obtido 
através de desenvolvimento em série de Fourier. 
Tais exemplos sao descritos a seguir com 05 







VII.1.1 - DESCRIÇÃO DO EQUACIONAl'IENTO 
COM VARIAÇÃO 
O equacionanento a seguir tem co11D referência os eiKos 





FIG. VII. 1. 1.1 EiH05 
equacionamento. 
Equa9;0 da Continuidad~ 1 
:~ + !t {h + ry) = W{K 1t) 
Equagão do Movimento: 
aq 
àt 
+ g•~ [ (h .. ry)2 l = 0 
àK 2 
ooordenado5 
:~ + g • ( h + q ) • :K ( h + q) = 0 
anda~ 
u5ado5 no 
VII . 1 , 1, 1 
VI I.1. 1. 2 
Q{K,t) = Vazão por unidade de largura [m3/s/m] 
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~(x,t) = perturbação do nluel d'água em relação ao niuel 
médio no instante t [m]. 
h = Hiuel de agua médio no interior do tanque [m) - Valor 
con~t~nta. 
Função de Alirnenta,;,ão: 
W (x,t) Wrnax,(1 2·x = - --:rl·f(t) VII.1.1.3 
f(t) 
= f t 0 t T --,.--- para :, :, 
1 para t > T 
onde: 
Wrnax = Valor máximo da uelocidade de entrada nos 
or if leios [m/s]. 
T = Instante de tempo a partir do qual a uelocidade em 
todos os orifícios não uaria com o tempo [s]. 
~=Maior dimensão do tanque [m] 
W(,,t) 
FIG.VII.1.1.2 - Gráfico da alimentação em função do 
comprimento (~) do tanque. 
A função W(x,t) considera que a uálvula sera aberta 
gradualmente até o teirpo t = T e depois a alimenta,;,ão 







1 -,,---------- xi~= O 
_.,.-------- x/Jl=l/4 
o~=---+::,---------~x1'!1,!.'1.:.= "'1,é.!2à.._ _ 
......__r _______ x!R = 3/4 
'-------- xi!= 1 
FIG. VII. 1.1. 3 
A fungão de alimenta9ão W(x,t) utilizada neste exemplo 
garante que não haverá acúmulo de volume no interior do tanque, 
o que permite algumas simplificações nas equaçoes VII.1.1.1 e 
IIII.1.1.2. 
s .. ndo h » ,., e h = 
(h + ,., ) - h = Ho 
~(h 
ÕK 
+ ,., l = 01'1 àx ' 
à ,., ) a,., àt(h + = àt ' 
Em VII.1.1.1 : 
àQ + ºl'I W(x, t) àx àt = 
Em IIII.1.1.2 : 
àQ + g•Ho• ºl'I = 0 àt àx 
Fazendo Co t = 
calaridilda dil ondil [m/s], 
àQ + co' , ºl'I - 0 
àt àx -




nao varia com K. 
-nao varia com t. 
VII.1.1.4 
VII.1.1.S 
em {IIII.1.1.S) onde Co e a 
VII.1.1.6 
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VII.1.2 - l'IÊTODO oas carutCTERÍSTICaS 
-Chamando as equa9oes 11II.1.1.4 e 11II.1.1.6 de Lo e L1 




ax + at = w (x,t) 
aQ + co• , ar, = 0 
Õt ÕK 
-Combinando as equaçoes 
L = Lo + li. ,Li 
Lo e L1 
L 
aQ + ar,+ aQ • ar, = ll.·at + ll.•Co •- = ÕK õt ÕK W (x,t) 





ar,+ • ÕrJ ) + ll.•Co ·-õt OK 
li. ,co• 1 = -X- => 




dr, 1 dQ 
dt + --·-- = Co dt 
dK Co dt = 
c 
l 
d'7 1 dQ = dt co'-at 
dK 
- Co dt = 
À' (ªQ + at 
À = 














C,x C, X 




o A e B t 
FIG.VII.1.2.1 - Linhas Caracteristicas no plano x-t. 
-Integrando as equaçoes VII.1.2.5 a VII.1.2.B entre os 
pontos a, a e P obtém-se: 
e 
t 





. JªdQ = 
= - Co • rdt 
ta 
VII.1.2.9 
Co · (t-tal), t ]dt 
VII.1.2.10 
=> K - Ka = - Co·( t - ta) 
VII • 1 • 2. 11 
VII.1. 2.12 
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onda: Ka = .abscissa. da ponto A 
"B = ahçciss.a do ponto B 
ta = tB = toampo no,a ponto,a A .. B 
Para 0 ~ t ~ T 
) 1 t] dt = 
A
2
t ) _ ( ) A t ( 6 2 ) ] ta 2·Kp - Ax - ~2~· 3'Kp - 3·AK 
VII. 1. 2. 13 
- t 8 ),t]dt = 
At At 6 2 ] + ~) - t 8 ·(2·xp + áx) - ~-( 3 ·xp + 3 ,Ax) 
VI 1.1. 2. 14 
Para t > T 
VII. 1. 2. 1 S 
VI 1.1. 2. 16 
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Equações Características 




VI I.1. 2. 17 
.áx = Co • .át VII. 1. 2. 18 
n _ n _ 1 (Q Q ) _ Wmax • .6t, [.f,, { t + .6t )-
·•p ''B Co " P - B - t.• T B 2 
- t
8
·(2·xp + .áx) - .át·(xp + }·.áx)] VII.1.2.19 
.áx = - Co•.át VI I.1. 2. 20 
t > T 
1 (Q Q l Wma~ • .át,(~ 2 • l IJp - IJa + Co . p - a = <, - • XP + .. x 
.áx = Co•.át 




VI I.1. 2. 24 
Resolvendo simultaneamente as equações características 
, 
e 
possível expllcltar os valores QP e IJp (vazão e perturDação do 
nível no tempo em questão). 
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= +· [ '1A + 
- 4•K •t • - 2•.ót•K ] P ant P 
+ [ t • .ÓK + !_, dt • .ÓK l l ant 3 
P.or.o t > T 
[ L•(2•t + dt) -ant 
1111.1.2.25 
111 I. 1. 2. 26 
1 [ + _1_, ( Q -Q ) + 2 · Wmax · dt , ( L _ 
= -y-· 11 A + 11B Co A B L 2.xp)] 
UI 1.1. 2. 27 
1111.1.2. 28 
Observe que tant=t8 =tB e os sub-índices indicam o ponto 
onde o valor da variável deve ser tomado de acordo com a 
FIG.UII.1.2.1. 
Condi9Ões de Contorno 
K:0 " K:L na 
FIG.1111.1.1.1), a vazao e nula em qualquer instante de te""o 
(Q:0 Y t ). 
Condições Iniciais 
No instante inicial nao há escoamento [ Q(x,0)=0 ] nem 
perturba9ão do nivel de água [ 11(x,0)=0 ]. 
as equa9oes 1111.1.2.25 a 1111.1.2.28 acrescidas das 
condi9Ões de contorno nas extremidades e das condições iniciais 
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possibilitam o cálculo das uazoes e dos niueis nos pontos da 
discretização ao longo da dimensão longitudinal da eclusa. 
O equacionamento acima foi utilizado na elaboraçao de um 
progra~ de computador para um tanque com 100 lllQtro~ de 
comprimento diuidido em dez discretizaçÕes de 10 metros cada 
(.áK:10). 
VII.1.3 - DESENVOLVIl'IENTO EM SÉRIE DE FOURIER 
Uma resolução analitica das equaçoes VII.1.1.4 e 
VII.1.1.6 sujeitas a função de alimentação VII.1.1.3 foi obtida 
adotando-se uma eKpansão em série de Fourier das uariáueis Q e~ 
da forma abaiKo . .. 
Q (x,t) = E 'Pn(t) · sin ( VII.1.3.1 
n=1 
00 
( n•n•x) ~ (K,t) • E fn(t)·cos a VII. 1. 3. 2 
n=1 
Observe-se que esta serie corresponde a eKpansao da 
solução procurada na serie das funções características do 
problema. O detalhamento matemático da expansao utilizada 
encontra-se no Apêndice I. Também é fácil constatar que esta 
representação em série de funções ortogonais e completa nao 
deixando qualquer d~uida quanto as suas caracteristicas de 
conuergencia. 
Sub~tituindo VII.1.3.1 a VII.1.3.2 am VII.1.1.4'" 
VII . 1 • 1. 6 : 
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00 
[n·n l n•n • x n:
1 
""a"•Y'n(t) + f'n(t) •cos( a ) = 
VII.1.3.3 
; [ Y''n(t) - n·:·Cot ·fn(t)]·sin(n·:·x) = 0 
n=1 
VII.1.3. 4 
n·n·K) Multiplicando VII.1.3.3 porcos(---
a 
e integrando na 
direção x: 


















) · dx = 
) dK VII.1.3.S 
VII.1.3.6 
2•K 
- ) •cos( a 
n•n.x 
a ) 
2•a,( n · dx = t 
1 
1 - ( - 1) ) = 
4•a 
t t n • IT 
0 
' 
n • IT 
' para n impar VII.1.3.7 
para n par 
Como 50 interes5a o valor 5ignificativo da integral, a 
1 
n•n ] a -a-·Y'n(t) + f'n(t) ·-2-
= 4•a•Wmax.f(t) 
• t n • IT 
VII.1.3.8 





P'n(t) - a •fn(t) = 0 
) -nao . e nulo em todos os 
VII.1.3. 9 
Derivando VII.1.3.8 em relação ao tempo e substituindo em 
VI I.1. 3. 9 : 
f"n(t) + 
• • • n •II •Co fn(t) = 
t 
a 
B•WmaK •f' (t) 
t t n •II 
VII.1.3.10 
Com os valores iniciais fn(0) • f'n(0) = 0 
2 t t 
Fazendo Wn1 = 
n •n ·Co 




f"n(t) +Wn'·fn(t) =Anf'(t) 
fn(0) = f'n(0) = 0 
€ possivel resolver VII.1.3.11 
-Transformada de Laplace a esta equaçao. 
8 • Wma K e levando em 
t 2 n • II 
VII.1. 3.11 
aplicando o operador 
L{ f"n(t) + Wn1 •fn(t)} = Qn•L{f'(t)} VII. 1. 3. 12 
Pela linearidade do operador Transformada de Laplace: 
L{ f"(t) + Wn1 .fn(t) } = L{ f"n(t) } + Wn
1 .L{ fn(t) } 
Sejam fn*(s) e f*(s) as Transformadas de Laplace de 
fn(t) e f(t) respectivamente, recorrendo a uma tabela de 
Transformadas: 
L{ f"n(t)} 
L{ fn(t) } 
• * • = s •fn (s) - s•fn(0) - f'n(0) = s •fn*(s) 
* = fn (s) 
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L{ f 1 ( t) } .. " = s•f (s) - f(0) = s•f (s) 
Em UII.1.3.12 
f * 1 * * s •fn + Wn •fn = An•f •s 
2: f * * ( s + Wn )•fn = An•f •s 





Finalmente obserua-se que UII.1.3.14 e o produto de duas 
Transformadas de Laplace: 
rn" = !:·L{ r• (t) } , L{ sin(Wn.t) } 
Aplicando o Operador Conuolução 
fn( t) An = wn' 
t J f'(T)•sin{ Wn•(t-T) }·dT 
o 
Para 0 ~ t ~ T 




An I sin( Wn• ( t-T ) )dT = 
Wn·T o 




Para t > T 
UI I.1. 3. 15 
VII . 1 . 3. 16 
fn ( t) = 







T · J sin( Wn·( t-T J dT 
o 
Para t > T E(T) = 1 => 
fn(t) = An 
Un•T 
T • J sin( Wn·( t-T))· dT 
o 
+ 
An , [ co s ( Wn • ( t -T ) ) - cos ( Wn • t ) ] 
wn' ·T 
VII. 1. 3. 1 7 
VII.1.3.18 
Substituindo VII.1,3.16 e VII,1,3.18 em VII.1.3.2: 
Para 0 1 t ~ T: 
00 
'1 (x,t) = X ~ · [ 1 - cos(Wn•t) ]·cos(n·:·x) VII. 1. 3. 19 
n=1 Wn •T 
Para t > T 
00 
11 (x,t)= I: 
n=1 





• cos ( a ) 
VI I.1, 3. 20 
Levando VII. 1. 3, 16 e VII.1,3.18 em VII.1.3.9 
integrando em relação ao te~o obtêm-9e ~n(t). 






An •( 1 - cos( Wn•t ))·dt 





'l'n(t J = 
An·a 
n• 11 • T 
t > T 
n•n•Co' 
a 




5in( Wn·t ) ) 
Wn 
An ( 1 - cos( . 
Wn1 •T 
+ s: An . ( cos( Wn(t-T) - cos( 2 Wn •T 
An•.a. 
( 1 
,;in( Wn, (t-T) ) + -
n · 11 Wn•T 
VI I.1. 3. 21 
Wn•t ) . dt + 
Wn•t) ) •dt l 
&in( Wn,t ) ) 
Wn•T 
VII.1.3.22 
Levando VII.1.3.21 e VII.1.3.22 em VII.1.3.1 obtém-se 
Para 0 2 t 2 T 
00 






. ( n•n•K ) 
• 51.D 
a 
Para t > T 
.. 
Q (K,t) = E An•a sin( Wn• (t-T) ) _ 
Wn·T n=! n•R 




VII.1.4 - ANÁLISE DA CONVERGÊNCIA DAS SÉRIES 
UII.1. 3. 23 
VII.1.3.24 
Embora 5eja amplamente conhecida a caraoterÍ5tioa de 
convergenoia da5 5~rie5 de fun9~e9 ortogonai5 de Fourier tez-se 
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uma análise das series obtidas visando comprovar a convergencia 
da& masma-.. 
Substituindo os valores de Wn e An nas equaçoes 
VII.1.3.19, VII.1.3.20, VII.1.3.23 e VII.1.3.24. 
P.r. 0 S t S T 






n" ·n" ·T·Co1 
"° B•Wmax•a r. 
n=1 n 3 •n 3 
[ 1 (
n•n•Co•t) l (n•n•K) -cos •CDS 
a a 




l . (n•n•K) ·s1n a 
VII.1.4.2 






[ [n•n•Co(t T) (n•n•Co•tlj (n•n•K) ------• CDS - -cos •CDS 
n"·n"·T·Co1 a a a 
VII.1.4.3 
Q(x,t) = ; B•Wmax •a . [ 1 .. a ·sin[n·: •Co. (t-T) l 
n=1 n 3 •n 3 n•n•Co·T 
a . (n•n•Co•t) ] . (n•n•K) - •s1n •s1n a a n•n•Co·T 
VII.1.4.4 
Em todas as equaçoes acima as funções seno e coseno 
variam de 0 a 1 para qualquer valor de n. Analisare1TDs as outras 
parcelas da série que nao sao função seno ou coseno. 
B •Wmax·a' 
Em VII.1.4.1 a parcela tem valores constantes 
n• •n" ·T·Co' 
logo e~t. p.rcel. tende p.ra zero quando n tende 
para o infinito na razão ~ 1-.Como as outras parcelas da serie 
n" 
94 
8•Wmax•a2 sao multiplicadas por e fácil concluir que a serie 
n~,n~·T·Co 2 
converge. 
t Na equaçao VII,1.4.2 a parcela T varia de 0 a 1 pois esta 
. 
equaçao soe valida no intervalo 0 
S·Wmax•a 
! t ! Te a parcela 
n3,n3 
que conta com os valores Wmax, a e n constantes tende a zero 




fazendo com que a serie 
As equações VII.4.1.3 e VII.4.1.4 convergem pelos mesmos 
motivos das equações VII.1.4.1 e VII.4.1.2 respectivamente. 
As equaçoes VII.1.3.19 VII.1.3.20 VII.1.3.23 e 
VII.1.2.24 possibilitam o cálculo das vazoes e niveis. Tal 
equacionamento foi aplicado na elaboração de um progratnõl da 
computador para um t~nque com 100 (cam) metros ds comprimento e 
discretizaçÕes de 5 metros ( ~x = 5.00) e intervalos de tempo 
~t igual a 0.505 segundos. 
O valor de n da serie de Fourier foi obtido por tentativa 
para os valores de Wmax(l.0 m/s), a(100 m), T(111.06 s) e 
Co(9.9045 m/s) usados no exemplo em questão. O valor de n 
encontrado foi n = 25. 
VII.1.5 - AVALIAÇÃO DO COEFICIENTE DE PONDERAÇÃO DELTA 
(6) DO MODELO MATEMlÍTICO DO CAPÍTULO IV. 
Como foi visto no item V.5, as parcelas que nao estão 
representadas por derivadas totais nas equaçoes (V.4.15) e 
(V.4.18),(celeridade, derivada parcial da vazão e velocidades 
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nos orifícios de entrada/salda) serao avaliadas na integração 
através de uma aproximaçao secundária com o coeficiente de 
ponderação delta (6). 
O valor deste coeficiente para o exemplo de alimentação 
em questão será avaliado co~arando-se a integração da equação 
da velocidade nos orifícios (VII.1.1.3) com a aproximaçao 
secundária da velocidade ponderada com o coeficiente 6 usado no 
modelo matemático descrito no capitulo V onde supoem-se 
conhecidos os valores discretos da velocidade nos orifícios ao 
longo do tempo. 
Para 0 ~ t ~ T 
Caracteristica Positiva 




Itp 2 • K t Wmax, ( 1- -) ·-·dt = t ~ T Wmax•.õt, [~·t _ 2 ,x ,t + ~ . .õt _ ~. T .A .A .A 2 A 
VII. 1. 5. 1 




Wmax · .át . [t.· t 
l,, T ll. + 





,Co•.át - 2·{1-6)·Co•.át'] 
2·x •t 
ll. ll. 
VI I.1. 5. 2 
Igualando (VII.1.5.1) a (VII.1.5.2) para obtenção de 6: 
L 1 Co ,.át ( 2 -x8 -co,t8 -Co•.át)·(6- 2)+ 6 =0 
L 
( 2 
{~ + L).(6 - ~) + Co~.át = 0 
6 !. + Co, .át = 2 3, l, 
6 
1 Co · .át = 2 - 9 ,l, 
Te11Ds que : 
Co•.át .áx 
.áx 1 = e -:e; = N onde: 
N 
. 







2- 9•N i 2 3•N 
Para N = 20 
Característica Negativa: 







tp 2 •X t 
Wmax•(l- ~}·-·dt = 
t ./!., T 
B 
Wmax•át, [./!.,·t _ 2 ,x ,t + ./!.,,át _ ./!.,,T B B B 2 





= Wmax•át, [./!.,·t ./!.,, T B + ./!.,•át·(l-6) 
VI I.1. 5. 3 
2·x •t B B 
- 2 • ( 1-6} • KB • át VII.1.5.4 
Igualando (VII.1.5.3) a (VII.1.5.4) para obten9ão de 6: 
L 1 Cc ,At ( 2 - x 8 + Co • t 8 + Co • át ) • ( 6 - 2) - G = 0 
L 1 Co ,At 
{ 2 + ./!., J.(6 - 2l - 6 = 0 
6 1 Co•At = 2 3·./!., 
6 1 Co ·At = 2 + 9 ,./!., 
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Substituindo Co · .o!lt 1 l, = N tem-se: 
Para 
Para t > T : 
!)Integração da equação VII.1.1.3: 





Wmax •llt. [l, - 2 Co •llt] 
.f. ·xa,B + 
2)Ponderação com o coeficiente õ: 
VII.1.5.5 
Wma~·.tlt[ l, - 2 - 2•Co•.6t(1-õ) ] 011
A,B + 
VII.1.5.6 
Igualando (VII.1.5.5) a (VII.1.5.6) para obtenção de õ: 
l. - 2.xa,B + 2.Co·.tlt.(1 - õ) 
2•Co•.tlt•(l - õ) = Co•llt 
1 
õ = 2 
0 
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Visando facililar as etapas de cálculo optou-se por um 
unice ualor 1 de 6, 6= 2 , que satisfaz a todos os interualos de 
uariação de 6 exigidos. 
VII.1.6 - APRESENTAÇÃO DE RESULTADOS. 





carnara possui uariaçao apenas na direção 
cama.ra foram conseguidos atraués 
equac ionarnento usando o Método das Características 
de 
(item 
UII.1.2) e também do desenuoluirnento em série de Fourier (item 
UII.1.3) ampregando-ça programa~ computacionai~. 
Dos resultados obtidos obseruou-se que: 
!)Corno era de se esperar nao apareceram uazoes na direção 
transuersal, assim corno o ualor das oscilações de nluel só uaria 
na direção longitudinal (FIG.UII.1.6.1). 
2)Dois pontos aquidistantas do eixo transuersal central 
da carnara tem oscilação com mesmo ualor e sinais opostos (FIG. 
1111.6.1). 
3)8 modelagem dos niueis e melhor do que da uazao, o que 
e normal em transitórios. 
A figura FIG.UII.1.6.1 apresenta o perfil da linha d'água 
em um instante de tempo genérico. 
Os ualores das oscilações nos pontos de coordenadas x=0, 
X= 20 me x= 40 me y qualquer obtidos atraués dos dois métodos 
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5,05 10,10 15,15 20,]9 25,24 90,87 
SOLUÇÃO EXATA POR DESENSENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
95,92 100,96 106,01 
ESCALA=l /2 
GRÁFICO E.l.6.1- PERTURBAÇÃO DO NÍVEL D'ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO UNIDIMENSIONAL 


































lllP6 116,11 121,16 126,20 131,25 136,30 141,35 146,40 
t [sl 
ESCALA=l/2 
GRÁFICO :2Il.l.6.2- PERTURBAÇÃO DO N(VEL D' ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM 
VARIAÇÃO UNIDIMENSIONAL NO PONTO DE COORDENADAS 














5,05 10,10 15,15 20,19 25,24 
SOLUÇÃO EXATA POR DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍST lCAS. 
90,87 95,92 100,96 106,01 111,06 
ESCALA=l/2 
- ' , - -
31'.II.1.6.3- PERTURBAÇAO 00 NIVEL O'AGUA PARA ALIMENTAÇAO COM VARIAÇAO UNIDIMENSIONAL 








1 NA=lO Om --------- ---------~-
... 
" -
111,06 116,11 121,16 126,20 131,25 136,30 141,35 
SOLUÇÃO EXATA POR DESENVOLVIMENTO EM SÉRtE DE FOURIER. 
--- SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
146,40 151,45 
ESCALA•l/2 
GRÁFICO JZII.6.1.4 - PERTURBAÇÃO DO N(VEL D'ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO UNIDI -
MENSIONAL NO PONTO DE COORDENADAS x=40m E y QUALQUER PARA t > T. 


















"' ____ NA•l_Q,Om 
'---~..-~~~-,--~~~~~~~~~~~~~~~--.~~~,1-,~~~~..-~~~-,--~~~~~~~--... tCsJ 
º·º 5,05 10,10 15,15 20,19 25,24 90,67 
SOLUÇÃO EXATA POR DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
95,92 100,96 106,01 111,06 !•T 
ESCALA= l/2 
GRÁFICO '.lZII.6.l.5 - PERTURBAÇÃO DO NÍVEL D'ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO UNIDIMENSIONAL 



























_ ------- NA•lO,O m 
~-1------.------,-----,----,------.-----,-----,-----,------+ H sl 
111,06 116,ll 121,16 126,20 131,25 136,30 141,35 146,40 151,45 
GRÁFICO EI.6.1.6- PERTUBAÇÃO DO N(VEL D' ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO UNIDIMENSIONAL 






h(I)• 10,0m -----. 
/1 
' 
100 ,,_ ____________ __, 
y[ml 
FIG.VII.1.6.1 - Perfil da linha d'água em um instante de 
t .. mpo. 
VII. 2 
BI-DIMENSIONAL 
EXEMPLO DE ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO 
Ainda visando fornecer dados para checar a eficiência do 
programa descrito no capitulo VI foi elaborada uma função de 
enchimento com variação nas direções x e y do tanque. As 
equaçoes utilizadas foram as da continuidade e do movimento na 
direção x e na direção y separadamente ( equaçoes VII.2.1 a 
VII.2.3). A variação bi-dimensional provoca fluxo no interior do 










FIG.VII.2.1 - Eixos Coordenados considerados 
aQx + aqy +a~= 
~ ay at 'W(x,y,t) 
aQx 
+ c ·ª~ ii"t o -ÕX = 0 Equação do 
aqy 
+ c ·ª~ = 0 Equação do ii"t o -ay 
Wm.ix 
'W(x,y,t)=~-·(a-2•x)·(b-2•y)•f(t) a•b 
f{t) = 1: para 0 ~ para t > 
-
Equação da Continuidade 
t 
T 
VII. 2. 1 
11Dvimento na direção X 
VII. 2. 2 
IIDVimento na direção y 
VII. 2. 3 
Função de Enchimento 
VII. 2. 4 
~ T 
onde : QX = Fluxo de vazao por unidade de largura na 
direção x (mª/s/m). 
Qy = Fluxo de vazao por unidade de comprimento na 
direção y (mª/s/m). 
~=perturbação do nível de água em relação ao 
nível de agua médio (m) 
As equaçoes VII.2.1 , VII.2.2 e VII.2.3 estão suJeitas 
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Condições de Contorno: 
Qx(x=0,y,t) = Qx(x=a,y,t) = 0 
Qy(x,y:0,t) = Qy(x,y:b,t) = 0 
Condições iniciais : 
11(x,y,t:0) = 0 
Adotando uma expansao em serie de Fourier das incÕgnitas 
Qx' Qy .. '1 : 
"' "' m•n•x) (n•n•y) Qx = z: z: 'Pxmn(t) •sin( a •cos b 
m=1 n=1 
IX) 
Qy = z: 
m=1 
"" 




Z:'Pymn(t)•sin( b )·cos( a ) 
n=1 
.. 
m•n•x n•n•y z: fmn(t) •cos( a ) •cos( b ) 
n=1 
VII. 2. S 
VII,2.6 
VII.2.7 
A explicação matemática para as séries acima e analoga a 
existente no apêndice I 1 e da mesma forma como fol dlto no item 
VII.1.1 a representação em séries de funções ortogonais é 
completa e nao deixa qualquer dÚvida quanto as suas 
caracteristlcas de convergência. 
Levando VII.2.~, VII.2.6 e VII.2.7 nas equaçoes das 
continuidade e do movimento: 




+f'mn(t) ·cos( a )•cos( b ) 
= lol(x,y, t) VII. 2. B 
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00 00 
[ :t m•n ] m•n•x n•n•y 





[ • n•n l n•n•y m•n•x n:, 'P'ymn( t )-Co """1i"""'fmn(t) · sin( b } •cos( a ) = 0 
VII.2.10 
-Nas equaçoes VII.2.9 e VII.2.10 as parcelas . (m·n·x} s1n , 
a 
(m•n•x) cos a , . (n·n·y) Sln b e cos(n·:·y) não são nulas em todos os 
pontos, logo: 
'P' xmn ( t) 
'P'ymn(t) 
m· n t 
= ~·Co ,fnn(t) VII.2.11 
n•n 2. 
= ""1i"""'Co • fmn( t) 
l'lultiplicando VII. 2. 8 por 
VII. 2. 12 
cos(m·:·x),cos(n·:·y) .. 
integrando no plano x-y: 




r r> • m•n•x • n•n•y J_ J_cos ( a )·cos ( b }·dxdy = 
o o 
Wmax m • 11, x n, 11 , y 
~-·(a-2•x)·(b-2·y),f(t)•cos( )•cos( )dxdy a•b a b 
VII.2.13 
onde: 
r r Wmax m•n•x n•n•y ~-·(a-2x)·(b-2y)·f(t)·cos( )·co5()dxdy a•b a b o o 
VII.2.14 
110 
Fazendo uma análise dos índices m e n na equa9ao 
VII.2.14: 
Para m=par e n=i~ar 
. [ m n m+n l 1-1+1-1 0 1-(-1) -(-1) +(-1) = = 
m=par e n=par : 
. [ m n m+n l 1-1-1+1 0 1-(-1) -(-1) +(-1) = = 
m=impar e n=par ' 
. [ m n m+n l 1+1-1-1 0 1-(-1) -(-1) +(-1) = = 
m=impar e n=impar ' 
. [ m n m+n l 1-(-1) -(-1) +(-1) = 1+1+1+1 = 4 
Como so interessa o ualor significativo da integral, as 
uariaveis n e m da série de Fourier s~ terão ualores Íll1)ares. 
Desta forma, a equa9io VII.2.14 pode ser escrita como sendo: 
r J'1> tJmax m•n•x n•n•y J~ a-1,·(a-2x)·(b-2y)·f(t)•cos( a )•cos( b )dxdy = o o 
= lG·a·b •wmax•f(t) 
m2 •n••n~ 
Ainda na equa9ao VII.2.13 
[cos' (m·:·K)dx a = -r o 






Provando que as funções sao ortogonais: 
[ 
nu•ll•K mt•ll•K 
cos( a )·cos( a ) dx 
o 
[ 
ffli . mt •ll•K . mi: •ll•H 




cos( ) •cos( )dx a a 
o 
1111 [ 1111 m1 •n•x mt •n•x =
1111




cos( a J •cos( a )dx = 





r 1111 •ll•K mz •ll•K cos( a ) ·cos( a )dx = o Logo para nu ,.mt 0 , o que 
demonstra serem as funções ortogonais. 
Leuando as equaçoes VII.2.1S, VII.2.16 e VII.2.17 em 





,fymn(t) + f'mn(t) ]·ª~b = 
VII.2.18 
Derivando VII.2.18 em relação ao tempo 
m•n n•n .. 
~·'l''xmn(t) + -,;-·'l''ymn(t) + f mn(t) = 64,IJmax •f' (t) 
m2 , n 2 • n 11 





] t + -Co ,fmn(t) = 
b' 
64•Wmax,f, (t} 
m2 ·n 2 ·n"' 
fazendo [ 
. . 
'' t C t m •11 wmn = o • 
t 
a 
e substituindo em VII.2.20 
• • 1 + n •11 
bt 
e amn = 
VII.2.19 
VII. 2, 20 
m2 · n 2 • n" 
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f"nn(t) + Wnn' •fmn(t) = Amn•f'(t) 
sujeito a: fmn(0) = f'mn(0) = 0 
VII. 2. 21 
f(0) = 0 
É possivel resolver VII.2.21 pelo Método das 
Tranç,formadaç da Laplacllit 
Sejam * fmn ( s) e * f ( s) as transformadas de Laplace de 
os membros da equação VII.2.21 : 
.t{f"nn(t) + Wnm.
1 
,fmn(t)} = L{Amn·f'(t)} VII.2.22 




•L{fmn(t)} = Aim.•L{f'(t)} VII.2.23 
Da tabala d& Tranç,form.daç,: 
t * t * L{f"mn(t)} = s •fnn (s) - s•fim.(0) - f'mn(0) = s •fmn 
L{fmn(t)} = fmn * 
* * L{f'(t)} = s•f - f(0) = s•f 
Em VII. 2. 2. 3 : 
t t * * (s + Wmn )·fmn = Ann·s·f 
fmn* = Ann• s ,f* VII.2.24 
2 2 (s +Wmn) 
E fácil observar que a equação VII.2.24 é o produto de 
duas Transformadas de Laplace a saber: 
rmn* = ~:::·L{f'(t)}·L{sin(Wmn·t)} 




t J f'(T)•sin(Wmn(t-T))·dT 
o 
Para 0 ~ t ~ T: 













Para t > T 
1 => f'(T)=0 = --y-
= =·[ JT 1 ---r-•sin(Wmn•(t-T))dT o 
fmn(t) = Amn . [ cos(Wmn(t-T) - cos(Wmn•t) ] 
Wmn' •T 
Levando VII.2.27 e VII. 2. 28 em VII.2.11 e 
ontem-se: 
Para 0 s t s T : 
l"xmn( t) 
m•n•co• •Rmn . ( t sin(Wmn• t) ) = -
a •Wmn' •T 
Wmn 
n•n•Co 2 •Amn sin(Wmn•t) 
'l'ymn( t) = . ( t - ) 
b·Wmn t ·T 
Wmn 
Para t > T : 
l"xmn( t) = 
'l'ymn( t) = 
m• n • co• · amn ~~~~~·(T·Wmn+sin(Wmn(t-T))-sin(Wmn•t)) 
a•Wmn3 •T 
n•n•Co2 •Amn ~~~~~•(T•Wmn+sin('Wmn(t-T))-sin(Wmn•t)) 







VII. 2. 32 
-Substituindo as equaçoes VII.2.27 a VII.2.32 nas equaçoes 
VII.2.~, VII.2.6 e VII.2.7 chegamos a séries explícitas das 
incógnitas : 
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•sin( a )•cos( b ) 
t _ sin(Wmn•t) )· 
W1m 
00 
Qy(x,y,t)= Z: "' Z: n~n,C0 1. a~ ·( t _ sin(wmn•t} )· 





11(x,y,t)= Z: Z: 
Amn m•n•H n•n•y 




VII. 2. 35 
Para t > T : 
o, o, 
Qx(x,y,t)= Z: z: m•n e 1 --· o a 
81m [ T•Wmn + sin( W1m(t-T) ) -
m=1 n=1 Wmn 3 ·T 
] 
m·n·H n·n·y - sin(Wmn• t) · sin( a ) •cos( b ) VII.2.36 
Qy(x,y,t)= Z: .. [ n•n • .Amn . Z: --·Co • · T•Wmn + s1n( Wmn(t-T) ) -
n=1 b Wmn 3 ·T ffl=i 








(m·R·H) (n•R•y) •COS •CDS a b VII.2.38 
.A convergencia de tais series pode ser facilmente 
comprovada com uma análise similar a existente no itam VII.1.4 
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deste capitulo. 
As equa9oes VII.2.33 a VII.2.38 possibilitam o cálculo 
das vazoes e níveis. Tal equacionamento foi aplicado através de 
um programa da computador para um tanque com 100 (csm) fflQtras de 
discretizaçÕes de 5 metros nas duas direções (Ax = Ay = 5 m) e 
intervalos da tampo da ordem da 0.5 segundos (At = 0.505 s ). 
Para este exemplo também foi encontrado experimentalmente 
as valores de m e n da serie de Fourier para os valores de 
a(100 m), b(100 m), Wmax(l.0 mi&), Co(9.904 m/s), T(lll.06 s) e 
n = 25 como satisfatórios. 
O coeficiente de ponderação secundária delta (6) foi 
encontrado fazendo uma integra9ão da função de enchimento 
VII.2.4 e comparando o resultado com àquele obtido do uso de 6 
na mesma equação. Tal raciocinio e idêntico ao desenvolvido no 
item VII.1.5 sendo que no presente caso a integra9ão é feita em 
uma dire9ão e depois na outra. Coma o desenvolvimento já foi 
explicado em VII.1.5 é desnecessária sua repetição. O resultado 
1 . 
obtido foi 6 = 2 como ja era esperado. 
VII.2.1 - APRESENTAÇÃO DE RESULTADOS 
Os valores das oscila9Ões de nível no caso onde a 
alimentação da camara possui varia9ao nas dire9Ões longitudinal 
e transversal do plano horizontal foram obtidas através do 
modelo matemático desenvolvido na Capítulo V e do equacionamento 
usando um desenvolvimento em serie de Fourier empregando-se 
pragrama~ computacicn~i~. 
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Dos resultados obtidos ob•eruou-sa qua: 
!)Houve o aparecinento de vazÕes na direção transversal. 
2)A oscilação do nivel nos eixos é sempre nula. 
3)Doi• ponto• aquidistantas do gixo transuarsal a do 
contorno longitudinal da camara ou equidistantes do eixo 
longitudinal e do contorno transuersal da camara tem oscilações 
com mesmo valor absoluto e sinais oposto&. 
4)A somatÓria das oscilações em um instante de tempo 
qualquer é nula. 
S)No contorno o ajuste entre as curvas e prejudicado. 
6)A modelagem dos niveis é melhor do que a da vazão. 
A figura FIG.VII.2.1.1 apresenta o perfil da linha d•água 
em um instante de tempo. 
Os valores das oscilaçÕes nos pontos de coordenadas: x:0 
a y:0, x:20 ma y=0, x:40 ma y:0, x:20 me y:20 ma x:40 ma 














































































º·º 10,10 20,]9 30,29 40,39 50,46 60,56 
SOLUÇÃO EXATA PELO DESENIIOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERISTICAS. 
9L,66 10],97 112,07 
ESCALA=l/1 
GRÁFICO E.2.1.1- PERTURBAÇÃO DO NIVEL D'ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO BIDIMENSIONAL 
NO PONTO DE_ COORDENADAS 11=0 E y=O PARA O ,s; t.;. T. 
.... .... 
(D 















































SOLUÇÃO EXATA PELO DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
t Csl 
ESCALA= l /1 
GRÁFICO EI.2.1.2 - PERTURBAÇÃO DO NIVEL D'ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO BIDIMENSIONAL 























0,0 10,10 20,19 30,29 40,39 50,48 60,58 80,77 90,87 100,96 111,06 
ESCALA• l/1 
SOLUÇÃO EXATA POR DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
GRÁFICO EI.2.1.3- PERTURBAÇÃO DO NÍVEL D'ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO BIDIMENSIONAL 


















131,25 141,35 151,45 161,54 
ESCALA= l /1 
SOLUÇÃO EXATA POR DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
GRÁFICO llll.2.l.4- PERTURBAÇÃO DO NÍVEL D'ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO BIDIMENSIONAL 











0,0 10,10 20,19 30,29 40,39 50,48 60,58 
SOLUÇÃO EXATA PELO DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
80,77 90,87 100,96 111,06 
ESCALA•l/1 
GRÁFICO EI.2.l.5- PERTURBAÇÃO DO NÍVEL D'ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO BIDIMENSIONAL 

















'-------+----~---~---~---~----~------------+ t Csl 
ll!,06 121,16 131,25 141,35 151,45 161,54 
SOLUÇÃO EXATA PELO DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
ESCALA•l/1 
GRÁFICO ]Zll.2.l.6- PERTURBAÇÃO DO NÍVEL D'ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO BIDIMENSIONAL 










0,0 10,10 20,19 30,29 40,39 50,48 60,58 
SOLUÇÃO EXATA POR DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 




100,96 111 ps 
ESCALA•l/1 
GRÁFICO ll!I.2.1.7- PERTURBAÇÃO DO NÍVEL D'ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO BIDIMENSIONAL 












111,06 121,16 131,25 141,35 15l,45 16l,54 
SOLUÇÃO EXATA POR DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
Hsl 
ESCALA•l/1 
GRÁFICO JZII.2.1.8 - PERTURBAÇÃO DO NIVEL D1 ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO BIDIMENSIONAL 









º·º 10,10 20,19 30,29 40,39 50,48 60,58 
SOLUÇÃO EXATA POR DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 






GRÁFICO :m:I.2.l.9- PERTURBAÇÃO DO NÍVEL D1 ÁGUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO BIDIMENSIONAL 







0,0 ______________ NA•!O,Om 
lll,06 121,16 131,25 141,35 151,45 161,54 
SOLUÇÃO EXATA POR DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE FOURIER. 
SOLUÇÃO PELO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS. 
t [sl 
ESCALA•l/1 
GRÁFICO lZII..2.l.10 - PERTURBAÇÃO DO NfVEL D'/{GUA PARA ALIMENTAÇÃO COM VARIAÇÃO BIDIMENSIONAL 





CAPiTULO VIII - APLICAÇÃO DO MODELO l'IATEl'1ÂTICO A UHll. 
SITUAÇÃO DE ENCHIMENTO DA ECLUSA II DE TUCURUÍ E COMPARJl.ÇAO COM 
OS RESULTADOS OBTIDOS EM MODELO REDUZIDO 
No 
enchimento 
Capitulo VII verificou-se que, 
que permitem solução analltica 
nos exemplos de 
exata o modelo 
matemático desenvolvido simula satisfatoriamente as oscilações 
de nlvel. 
Sendo o objetivo do presente modelo a simulação de 
oscilações de nlvel em câmaras de Eclusas de navegaçao, faz-se 
necessaria a verificação da precisao deste frente a valores 
medidos em protótipo. a obtenção de dados de protótipo nao foi 
posslvel pois nao se tem noticias de Eclusas no Brasil que 
tenham as oscilações do nlvel d 1 água na camara monitoradas 
durante a operaçao de enchimento com detalhe suficiente para 
possibilitar comparações conclusivas. Por este motivo optou-se 
pela compara9ao com valores medidos durante ·simulações de 
enchimento em modelos reduzidos. As mediçÕes existentes nao sao 
em grande numero nem foram realizadas de maneira muito precisa, 
como sera explicada posteriormente, mas ainda assim seraa 
utilizadas para uma comparaçao qualitativa com os resultados 
obtidos do modelo matemático. 
VIII.1 - DADOS DE ENSAIOS DISPONÍVEIS 
As medições aqui utilizadas foram realizadas pelo INPH 
{Instituto de Pesquisas Hidroviárias) nos modelos reduzidos das 
Eclusas da Usina Hidrelétrica de Tucurui no contexto dos estudos 
do projgto [11]. 
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O projeto da Usina de Tucurui conta com duas camaras de 
Eclusas que aqui serao referidas como Eclusa I (câmara de 
nnntante) e Eclusa II (câmara de jusante). 
Foram rgalizadas ançaios no5 l'Mldalos raduzidos d•s duas 
camaras, no entanto foram utilizadas apenas as medições da 
Eclusa II que apresentam informações mais completas relativas 
aos gráficos de oscilação de nivele curvas de enchimento da 
camara (tempo x nível médio de água). 
Para que seja possível a comparaçao entre os dois nodelos 
e necessario que a curva de enchinento usada no nodelo 
matemático seja a nesma encontrada no ensaio em nodelo reduzido. 
VIII.2 TR8T811ENTO DISPENSADO ÀS MEDIÇÕES P8R8 
UTILIZAÇÃO NO MODELO MATEMÁTICO 
Cano foi descrito no Capitulo V, o nodelo matemático 
da~anualua-çg a partir doç ualaras da ualocidada~ aquiualgntas 
de entrada de água no fundo da câmara (Wo) em cada instante de 
tempo. Desta forma, e preciso conhecer a curva de vazoes (vazão 
de entrada x tenq,o) e a distribuição espacial desta vazao 
duranta o anchimanto. 
8s vazÕes totais de alinentação da câmara da Eclusa foram 
obtidas com base nos registros nivel x tempo utilizando-se o 
programa SEECII desanvolvimanto por USS8MI (14]. Este programa 
fornece o valor da vazão de entrada na câmara em cada instante 
da tampe. 
8 partir da vazao total de entrada e preciso encontrar as 
vazoes em cada orifício do difusor {FIG. VIII.2.1.1 ) e 
finalmenta as ualocidades equiualentas da antrada da água {Wo) 
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em cada ponto da malha de discretização. 
Para chegar aos valores de vazão nos orifícios admitiu-se 
qua na antrada da cada um do& oito diEu&ora& (FIG. UIII.3.2) a 
• 1 -vazao e equivalente a 8 da vazao total de entrada na camara. No 
cálculo foi considerado metade do difusor, uma vez que este e 
simétrico em relação ao eixo longitudinal. Utilizou-se um modelo 
de aporcionamento de vazoes onde foi utilizada a técnica de 
RUNGE-KUTTA de 4~ordem para achar a solução das equaçoes 
diferenciais que regem o escoamento transitório em cada difusor. 
O desenvolvimento matemático realizado está descrito a seguir. 
UIII.2.1 - MODELO DE APORCIONAI'IENTO DE UAZÕES NUM DIFUSOR 
o modalo foi dssanvoluído considarando a figura 
FIG.VIII.2.1.1, as equaçoes e variaveis abaixo descritas. 
1 2 3 ~ S 6 7 8 9 10 
___J : L.J : L.J : L.J L.J L.J L.J L.J L.J : L.J 
Q4tJ: ~ : 2.2, : ~ 
' . . • • • 
FIO.VIII.2.1.1 - D1fusor considerado no desenvolvimento 
matemático. 
Na FIO.VIII.2.1.1 foram considerados os seguintes dados 
geométricos: 
ao= Área do or1ríc10 = 0.32 m1 • 
R = Ralo hldráu11co da seçao transversal do difusor= 
0.33 m, 
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8 = Área da seçao transversal do difusor= 3.04 m'. 
~x = EspaçanEnto constante entre orifícios= 3.00 m. 
Condições de escoamento: 
Cd = Coeficiente de uazao nos arifÍcios = 0.60. 
r = Coeficiente de perda de carga = 0.02. 
Qo(t) = Vazão total de entrada no difusor ( m
3 
/ s]. 
q. ( t} Vazão do oriftcio 
3 
= i-esimo [m Is]. 
l 
Z = Niuel de agua na camara [m]. 
Zo =Cotado eiKo do difusor [m]. 
h. = Carga piezométrica hidráulica na seçao i [m]. 
l 




Equações que regem o escoan-ento: 
1} Equação da Quantidade de MouinEnto (oscilações de 
massa). 
h. - h. -
l 1+1 l = ,i = 1,9 
UI II. 2. 1 . 1 
onde = Der 1,,ada total da ,,azao no trecho entre 
seçoes i e i +1 
2) Equação do Escoamento pelos orlfÍclos. 
qi = Cd·8o•J2,g .Jh.-z h. - z ~ 0 i = 1,10 1 l 
UI I I . 2 . 1 . 2 
qi = -Cd • 80 , J 2 , g ,Jz-h. h. - z { 0 i = 1,10 1 1 
11! I I . 2 . 1 . 3 
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Equação da Continuidade. 
i = 1,10 
-Das equaçoes VIII.2.1.2 e VIII.2.1.3 tem-se: 
h. - z = 
1 
Levando VIII.2.1.5 em VIII.2.1.1 chega-se a 
= :/~· [ \ • ' [ 
2•g•Cd •Ao 
l i = 1,9 
Da equação VIII.2.1.4 e possível escrever: 
qi · lqi 1 - qi+1 · lqi+1 1 = (Qi-1 - QiJ · IQi-1 -
(Qi - Qi+1)' JQi - Qi+1 1 
VIII. 2. 1. 4 
VIII.2.1.5 
VIII. 2. 1. 6 
Q. 1 -
1 
VIII. 2 .1. 7 
-Para simplificar a equaçao VIII.2.1.6 foi considerado: 
K1 
g,A 1 VIII. 2 .1. B = Llx • 2 2•g•Ao •Cd 
Kt g•A f •Llx VIII. 2. 1. 9 = Llx • B•R•g•A 
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-Levando as equaçoes VIII.2.1.7, VIII.2.1.B e VIII.2.1.9 
na equação VIII.2.1.6 chega-se a: 
:t(Qi) = KJ. [(Qi-1 - Qi) · IQi-1 - Qi 1 
K2 • Q i. IQ i 1 i = 1,9 VIII .2.1.10 
sujeita às condições iniciais: 
= 0 Qo(t=0) 
Qi(t=0) = 0 i=l,9 => 
-a solução da equaçao VIII.2.1.10 pode ser obtida pelo 
Método de RUNGE-KUTT.A de 4~ ordem como mostrado a seguir. 







{t) conhecido em qualquer instante t. 
' No instante to conhecidos Q. {to) generico sao e o 
1 
incremento de te111110 .6t. 
No método utilizado, declividade da Qi t 
' a curva K e 
avaliada no ponto inicial, no meio e no fim do intervalo .6t. O 
cálculo das parcelas é feito segundo as equações abaiKo: 
= .6t•F. [ Q. {to), Q.(to), Q.+ {to) ] 
l 1-1 1 1 J 
i = 1,9 VIII .2. 1.11 
onde: 
Q = Q {to) o o 
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u = t.t · F
1
. [ 2i 
onde: 
Q = Q ( to + Ll2t ) 
o o 
oncle: 




O valor de Q. e obtido da equaçao: 
1 
l 
i = 1,9 VIII.2.1.12 
i = 1,9 VIII.2.1.13 
i = 1,9 VIII.2.1.14 
Qi(to + .õt) = Q.(to) + (u 1 . + 2•u 2 . + 2•u 3 . + u~.)/6.0 l l 1 1 l 1=1,9 
VIII.2.1.15 
' Levando os valores de Q.(to + .õt) na equaçao VIII.2.1.4 e 
1 
possivel obter o valor da vazão nos dez orificios. 
o procedimento é repetido até o instante de tempo 
deseJado. 
as vazoes nos orif'Ícios toram transformadas em 
velocidades equivalentes nos elementos da malha de discretização 
onde ocorrem as entradas de água à câmara. 
Estes valores foram introduzidos no programa ECLUSA 
descrito no Capítulo VI e as oscilações de nível calculadas. 
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Na transformação das vazoes nos orificios em velocidades 
aquiualantaç noç pontoç da malha toram Eaita5 aç çaguintaç 
simplificações: 
1) a vazao que no modelo reduzido entra na camara 
paralela ao fundo foi considerada como sendo uma vazão vertical 
no elemento de discretização da modelagem matemática. 
2) No modelo matemâtico nao foram considerados os 
daflatoraç axiçtantaç no prajato a no mcdalo radu2ido {FIG. 
VIII.3.2). 
VIII.3 - CONDIÇÕES DE ENSAIO El'I l'IODELO REDUZIDO 
Como ja foi mencionado anteriormente, os ensaios em 
modelo reduzido da Eclusa de jusante da usina Hidrelétrica de 
Tucurui foram realizadas pelo INPH. Os ensaios que interessam a 
este trabalho sao os que resultaram na medição das oscilaçÕas do 
nivel de água da cãmara (11]. 
Os aspectos relevantes destes ensaios sao: 
Dimensão da cãmara (protótipo)= 220.00 m K 33.00 m 
H.A. montanta = 38.00 m 
H.A. jusanta= 3.50 m 
Tempo de manobra das válvulas (Tv) = 60 s 
Manobra : Duas válvulas simultãneas 
As oscilações do nlvel d'água foram medidas durante 
operaçoes de enchimento da cãmara ao longo do eiKo central (FIG. 
VIII.3.1) por dois procassos difarantas. 
Um primeiro no qual se obteve sempre a pressao 
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eixo, e uma tomada de agua externa em um vaso comunicante, aqui 
dgncmin..t.dc par "UC ... 
VC com 2. 1 , 2. 2, 2. 3, 2. 4, 2. 5, 2. 6, 2. 7 , 2. 8, 2. 9. 
O outro processo consistiu em Ga medir diretamente as 
pressoes diferenciais entre pontos consecutiuos e/ou 
intgrcalado~, ~ituado~ ~abra o aixo cantral. 
Ha Figura Vlll.3.1 2.1/2.2, 2.2/2.3, 2.3/2.4, 
2.4/2.5, 2.5/2.6, 2.6/2.7, 2.7/2.8 a 2.8/2.9. 
Dos registros das oscilações, foram extraidos e tabelados 
os desniveis obtidos entre os pares de tomadas de pressao e 
entra cada ponto a o U.C. 
instantes intermediários do 
(tabela VIIl.3.1), am diuarGoG 
enchimento, quais sejam, os 
correspondentes aos níveis 6.00, 9.00, 12.00, 15.00 e 18.00 m. 
Destes valores achou-se a declividade média do espelho d'água 
(tabela VIII.3.2) para os niveis mencionados. 
N . .11.. 
D E s N Í V E I s (cm) 
CÂl'I.AR.11. ENTRE o vaso COrnJNIC.11.NTE (VC) E os PONTOS: 
(m) 
2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 
6.0 +0.5 -3.0 -0.5 0.0 +1. 5 -2.5 0.0 -2.5 +0.5 
9.0 0.0 -4.5 -1. 7 -2. 0 0.0 -3.0 -0.3 -3.5 -1.5 
12.0 0.0 -3.0 -1. 5 -2. 0 -0.5 -2.0 -0.3 -1.5 0.0 
15.0 +1. 3 -1.0 -1.0 -1. 5 -1.0 -1.0 0.0 -2.0 -0.5 
18.0 +1. 3 0.0 -0.5 -0.5 +0.5 -0. 5 +0.3 -2.0 0.0 




(-) Desniuel a Eauor do uaso conunicante. 
(+)Desnivela Eavor dos pontos do eixo longitudinal. 
DECLIV I D A D E ( X 10-6 ) 
C.ÂHARA 
(m) MODELO HATEMâTICO MODELO REDUZIDO 
6.0 113,79 183.00 
9,0 19.34 92,90 
12.0 6.47 0. 70 
15.0 3.96 180.60 
18.0 54. 48 78.19 
Tabela VIII.3.2 - Declividade da linha d'água no eixo 
longitudinal da câmara. 
o~ valores de decliuidade em Modelo Reduzido Eoram 
obtidos atraués de valores medidos de desniuel nos gráficos dos 
ensaios. Nestes gráEicos o nível tem uaria9ão acentuada para 
incrementes pequenos de tempo logo qualquer pequeno erro na 
medi9ão acarreta erro no valor significativo da declividade nao 
afetando no entanto a ordem de magnitude desta. 
É importante salientar que, em uirtude das medi9Ões terem 
sido realizadas por uma Única célula, Eoram necessarias 
sucessiuas operaçoes de enchimento para uarrer toda acamara e 
caracterizar os perfis longitudinais. Desta forma, os perfis 
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FIG. :sz:III.3.1- LOCALIZAÇÃO DAS TOMADAS DE PRESSÃO NO MODELO REDUZIDO DA ECLUSA DE JUSANTE 
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FIG.1ZIII.3.2 - PLANTA E CORTES ESQUEMÁTICOS 
DA ECLUSA Il 
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operaçao de enchimento. 
VIII.4 - COMPRR.aÇÃO nas MEDIÇÕES DO MODELO REDUZIDO COM 
OS RESULTaDOS DO MODELO MaTEMÁTICO 
a comparaçao entre as oscilações medidas no modelo 
reduzido e aquelas obtidas da modelagem matemática foi realizada 
considerando-se os mesmos pontos analisados nos ensaios (FIG. 
VIII. 3. 1 ) . 
Os valores da oscilação de nivel foram obtidos 
subtraindo-se em cada ponto da malha o nivel calculado pelo 
programa do nivel médio de água no interior da câmara naquele 
instante de tempo. 
Como os unicos dados disponiveis dos ensaios sao os 
gráficos de desnivel entre pontos consecutivos e o desnivel 
entre cada ponto e o vaso comunicante as comparaçoes realizadas 
foram ,s seguintes: 
!)Dos valores de oscilação fornecidos pelo programa foram 
considerados apenas aqueles situados à distância correspondente 
aos pontos 2.1 a 2.9 na figura VIII.3.1. Em todos os instantes 
de tempo foi verificado o desnível entre cada dois pontos 
con~gcutit10~ (2.1/2.2, 2.2/2.3, 2.3/2.4, 2.4/2.5, 2.5/2.6, 
2.6/2.7, 2.7/2.8, 2.8/2.9) e os ualores ach.tdos foram plotados. 
Desta comparaçao observou-se que a frequência das 
oscilações é bastante semelhante mas a amplitude das mesmas a 
mamar no modelo matemático. 
2)0s ualores das oscilações nos pontos 2.1 a 2.9 também 
foram plotados para serem comparados com o desnivel obtido entre 
cada ponto da câmara e o vaso comunicante. 
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Também nesta comparaçao a frequência e semelhante entre 
os dois modelos sendo qua nesta c•so a amplituda medida nos 
ensaios e muito maior do que aquelas provenientes da modelagem 
matemática. 
3)Nos instantes de tempo correspondentes aos niveis 
médios 6.00, 9.00, 12.00, 1S.00 e 18.00 foi calculada a 
declividade média da linha d'água no eixo longitudinal da câmara 
para comparaçao com o valores medidos nos ensaios. 
A tabela VIII.3.2 mostra uma comparaçao entre as 
declividades longitudinais do nivel d'água na camara da Eclusa 
conforme determinação a partir do modelo reduzido fisico e do 
modelo matemático. 
A tabela VIII.4.1 mostra a decliuidada trançuarçal da 
linha d'água na camara nos pontos 2.1 a 2.S (eixo do sistema de 
distribuição) nos instantes de te""o correspondentes aos niueis 
médios 6.0, 9.0, 12.0,1S.0 e 18.0 metros. 
N.A. D E C L I V I D A D E { X 10-6 ) 
CÂMARA 
(m) 2.1 2.2 2.3 2.4 2.S 
6.0 1S2.38 146,66 - 1. 91 -3S5.24 -360.95 
9.0 49.52 72.38 - 24.76 - 88.57 -190,48 
12.0 31. 43 39,05 4.76 - 12.38 -145.71 
15.0 54.29 21,91 - 49.52 - 51. 43 - 53.33 
18,0 45.71 .95 - 39.05 - 45.71 - 13,33 
Tabela VIII.4.1 - Declividade da linha d'água no sentido 
transversal da camara nos pontos 2.1 a 2.5. 
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Embora o modelo reduzido nao tenha computado dados de 
declividade transversal da linha d'água na câmara, o modelo 
matemático indica que tais inclina9Ões são da m<>~ma ordem de 
magnitude das inclina9Ões longitudinais e portanto não devem ser 
desconsid12radas .. 
Esta compara9ao nao pretende esgotar o assunto e tem um 
caráter qualitativo em virtude do nÚmaro limitado de informa9Ões 
disponiveis da modelagem fisica e das potenciais limitações de 
precisao das medi9Ões realizadas. Permite contudo verificar a 
semelhança de frequ;ncias de oscilagão e de declividades da 
linha d'água das duas determinações. 
VIII.5 - CONCLUSÃO 
Embora o modelo matemático seja capaz de gerar um perfil 
hidráulico bastante detalhado em cada instante de tampo os 
poucoç dadoç 9Ristentes dos ensaios am modelo reduzido 
impossibilitam uma melhor comparaçao. 
A propria- mediç:io nos ensaios já e pouco precisa urna. uez 
que os valores de oscilações de nivel são pequenos masmo para 
protótipo e quando se tenta medi-los em modelo reduzido 
qualquer pequeno erro fornecerá resultados com grande margem de 
imprecisao. 
O Eato de terem sido necessarias uari.a.s opera9oes de 
enchimento para se tra9ar o perfil da linha d•água em cada 
instante de tempo introduz erros, pois mesmo qua a curua dg 
onchitnQnto a mesma, r .a.tore& eKternos influenciam 
diferentemante cada operaçao. 
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A simplificação introduzida na distribuição das uazoes de 
entrada prouoca alteração no ualor das oscilações de niuel que 
so pode ser aualiada se formulada uma modelagem desta 
distribuição mais proxima da real. 
Desta co1111araçao e possiuel concluir que para uma análise 
mais detalhada dos resultados do 11Ddelo matemático é ftmdamental 
que se tenha ualores medidos no modelo reduzido mais abrangentes 
e confiáueis e também uma melhor simulação das uazoes de entrada 
no fundo da câmara no modelo matemático. 
A análise expedita realizada permitiu constatar que o 
periodo das oscilações calculadas foram próximos âqueles medidos 
e que a inclinação da linha d'água também apresenta ualores 
próximos aos medidos. 
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CAPÍTULO IX - CONCLUSâO FINRL E RECOMENDAÇÕES 
O trabalho realizado nestQ projeto de pesquisa foi um 
primeiro passo para a obtençao de um modelo matemático que seja 
capaz de simular com precisao as oscilações do nível d 1 água no 
interior da camara de uma Eclusa de navegaçao durante o 
anchimgnto ou ssua2ia119nto. 
O equacionamento matemático do fenômeno hidráulico 
estudado foi baseado nas equaçoes da continuidade e da 
quantidade de movimento e levou em conta algumas simplificações 
tais como: a não exist;ncia de embarcação no interior da câmara, 
nao inclusão de análise dos jatos de água que ocorrem na saída 
dos orifícios e também a nao consideração do atrito responsável 
pelo amortecimento das oscilações. 
O método numérico usado foi o Método das Caracteristicas 
que e muito empregado no estudo de escoamentos transitórios a 
uma dimensão de espaço, entretanto pouco se encontra na 
literatura de aplicação deste método em escoamentos que exigem 
análise em duas dimensões. 
O desenvolvimento de um modelo matemático que utiliza o 
Método das Características para resolver problemas de 
transitórios a superfície líure em duas dimensões ja pode ser 
considerado uma boa contribuição. 
verificação da precisao matemática do modelo 
desenuoluida foi efetlldda criando-se eKemplos de escoamentos que 
pudessem ter solução analitica exata para comparaçao com os 
resultados obtidos do uso do modelo matemático. 
Os dois exemplos elaborados tem solução possível através 
de desenvolvimento em série de Fourier por nao apresentarem 
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acÚtrK.110 de agua no interior da camara e desta forma contarem com 
ualor constante de celeridade 
qualquar instantg dg tGmpo. 
o primeiro eKerrplo 
e do niuel in,;,dio de agua em 
de escoamento tem 
uni-dimensional das uelocidades equiualentes de entrada de agua 
a camara. Esta uariaçao e segundo a direção longitudinal do 
plano horizontal. Os resultados do modelo matemático e os do 
desenuoluimento em série de Fourier são muito prÓKimos. O m,;,todo 
numerico não introduziu erros ao longo do tempo. Verificou-se o 
nao aparecimento de uazoes na direyão transuersal, como era de 
se esperar. as oscilações de niuel tiueram ajuste melhor do que 
as uazoes. 
O segundo eKemplo elaborado teue uariaçao das uazoes de 
entrada nas duas direções do plano horizontal. Também neste caso 
os resultados obtidos pelos dois in,;,todos foram prÓKimos não 
deixando dÚuidas quanto a ualidade do equacionamento matemático 
e da aplicação do m,;,todo numerico, uma uez que também neste 
exemplo nao houue aumento do erro com o terrpo. Ho contorno a 
diferença entre os dois resultados foi maior do que no centro da 
camara mas tal erro nao aumentou com o tempo ficando em torno de 
10% e sendo maior nas uazoes do que nas oscilações de niuel. 
a comparaçao entre os ualores de oscilação obtidos 
através do modelo matemci.tico e aqueles observados em ensaios em 
modglo raduzido foi prgjudicada pglos poucos dados existentes de 
mediçÕes em ensaios e de uma matriz de velocidades equivalentes 
de entrada à camara (Wo) muito simplificada. 
Mesmo com a distribuição espacial das uelocidades de 
entrada (Wo) inadequada, o modelo preserua todas as 
características típicas dos mouimentos oscilatórios da cama.ra 
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fornecendo ualores de inclinação da linha d'água conpatiueis com 
a realidade 
reduzido). 
(mesma ordgm de magnitude do& an&aios Qffl modelo 
a 
EKiçtam alguma& malhoriaç a po&tariora& da&anuoluimanto& 
serem feitos para que o modelo melhor represente condiçÕes 
reais de interesse. As sugestões que deuem ser leuadas em 
consideração em estudos futuros são principalmente: 
melhorar a modelagem do contorno visto que na 
comparaçao com a solução exata os ualores do contorno tiveram 
ajuste pior do que os do centro da malha. 
introduzir a presença de embarcação no interior da 
camara. Segundo USSAMI (14] e CANHOLI [4] a presença de 
embarcação e sua localização no interior da câmara influenciam 
as oscilações de maneira significatiua. É importante ressaltar 
que o conhecimento das oscilações do nluel da câmara leua aos 
ualores dos esforços nas amarras das embarcações durante a 
aclusagsm. Os esforços nas amarras deuem estar dentro de limites 
técnicamente corretos uisando assegurar operações de eclusagem 
seguras. 
- o atrito no interior da camara e o responsáuel pelo 
amortecimento das oscilações com o tempo. É também de interesse 
do projetista conhecer a maneira como as ondas se propagam apos 
o fim do enchimento/esuaziamento. O modelo matemático só poderá 
fornecer estes dados quando contar com parcelas que simulam o 
atrito existente. 
mglhorar 
distribuição espacial das uazoes de entrada. O sistema de 
distribuição e sem dÚuida o maior responsáuel pelas oscilações 
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de nluel, desta forma o modelo matemático deue modela-lo o mais 
prÓKimo possiuel do real. 
as oscilações localizadas deuido a difusão dos jatos, 
apesar de nao muito ill1'ortantes, também deueriam ser 
adequadamente simuladas tendo em uista uma descrição mais 
completa do fenômeno enuoluido. Tais oscilações também poderão 
ser incluidas em modelos futuros. 
a introdução destas parcelas fornecerá um modelo capaz de 
simular o fenômeno hidráulico com melhor precisão. 
É preciso ressaltar que a euolução da análise de 
transitórios depende do monitoramento de protótipos, de 
preferência em camaras grandes am construçic ou opera9ao para 
que se possa checar a precisão do modelo matemático sem precisar 
racorrar a gnsaio& am madglos reduzidos. 
No estágio atual o modelo serue principalmente como 
instrumento de análise comparatiua entre alternatiuas de 
projetos de sistemas de alimentação. Euidentemente o modelo 
desenuoluido também se presta a análise de operaçoes de 
esvaziamento de cima.ras. 
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1181.0RES C8R8CTERÍSTIC0S E FUNÇOES 
8 explicação do uso da serie de Fourier como solução 
geral da variável Q(x,t) na equaçao 1111.1.3.1 sera iniciada 
utilizando-se as equações da continuidade e do mouimento em uma 
dimensão (equações VII.1.1.4 e VII.1.1.6) que aparecem a seguir: 
aq a.., 
àx + àt = W(x,t) Equação da Continuidade 8. I. 1 
àQ + co• ,817 = 0 
àt àx 
Equação do Movimento 8. I. 2 
Derivando (8.I.1) em relação a x e (8.1.2.) em relação a 
t e substituindo uma na outra chega-se a equaçao ' 
àt Q 
- Co • ·ªfQ àW{x,t} 8. I. 3 = 
àtt ai àK 
Para chegar a solução geral de Q(x,t} em a. I.3 deve-se 
achar primeiro a solução da equação homogênea associada de 8.1.3 
que uem a ser a equação da onda em uma dimensão. 
o• Q -
àtt 
8. I. 4 
Esta equaçao deve satisfazer as condiçÕes de contorno: 
Q(0,t) = 0 
Q(x,0) = 0 
Q(L, t) = 0 <> 8. I. 5 
A. I. 6 
Para achar a solução de 8.I.4 sujeito as condições de 
contorno 8.1.5 e A.I.6 usando equações diferenciais ordinárias 
faz-se necessario primeiro determinar as funções do tipo 
Q(x,t) = K(x)·T(t) 
que satisfazem as condições citadas, onde K e função apenas de K 
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e Te função apenas de t. 
Se Q satisfaz a 8.1.4 então: 
X(x) ,T"(t) = Co1 ,X"(x) ·T(t) 
Em 8.1.7 e possivel separar as variaveis, 
X" ( x) = 
X( x) 




Corno o membro da direita e apenas função de x nao pode 
variar com t, entretanto este é igual a urna função apenas de t 
que por sua vez nao pode variar com x. Sendo assim, tais membros 
devem equivaler a um valor constante que será conhecido corno 
• -w. 
X" (x) • = -w ·X(x) T" (t) • • = -w •Co ·T(t) 8. I. 9 
Se Q satisfaz a primeira condição de contorno então 
X(0)·T(t) deve existir para qualquer valor de t (t>0). 8 
condição de contorno T( t) = 0 para todo t e trivial urna vez que 
Q=0 seJl1]re satisfaz a equaçao homogênea, sendo assim X(0)=0. Da 
mesma forma a segunda condição de 8. I. 5 é satisfeita para Q se 
X( l.) = 0 e a condição 8. I. 6 é satisfeita para T(0) = 0. 
Desta forma, Q satisfaz a - 8.I.4 e as condições de equaçao 
contorno Q.I.5 se X e T satisfizerem aos dois problemas 
homogêneos que se seguem: 
• X"(x) + w ·X(x) = 0, X(0) = 0 e X{l.) = 0 
T"(t) + w1 .co'.T(t) = 0, T(0) = 0 
Q. I. 10 
a.1.11 
• t 
onde o pararnetro w tem o mesmo valor nos dois problemas. Para 
achar soluções não triviais destas equações nota-se primeiro que 
a equaçao A.I.11 tem apenas urna condição de contorno o que 
implica admitir várias soluções para X. 
Se w'=0, a equação diferencial a.I.10 se torna X"(x) = 0 
e sua solução geral é X= Q•x + B. Corno B=0 1 se w =0, então 
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X(L} = A.L = 0 sofflQnta sa A=0 ,logo asta problama tam apan.s a 
solução triuial X(x) = 0 quando w1 =0. 
Se w1 > 0 a solução geral de X" + w1 ,X = 0 e: 
X(x) = C1 ,sin(w•x) + Ct •cos(w•x) 
Para x = 0: Ct= 0 
Par.a x = L sin(L•w) = 0 logo L,w = n•n (n= 1,2, .... ,oo) 
Desta forma . n•n•x X= s1n( L ) (n=l,2, ...•.. ,ro) A. I.12 
Os ualores de ! w para os quais a equaçao A.I.10 tem 
valores diferentes do triuial se chamam valores característicos 
desta equaçao e a função A.I.12 e a função característica 
correspondente . 
Quando • { 0, fazendo • • onde real, tem-se w w = -µ ' µ e 
X=C 3 • sinh(µ, x) solução de X" 
! •X 0 satisfaz como - µ = que a 
condição X(0) = 0. Como sinh(µ•x) ,/. 0, C,=0 se X(L)=0. Sanda 
assim não há valores característicos negativos para as equações 
em questão. 
• • 
Para w2 =n --'-"- a equaçao 
LI 
a. r. 10 . e distinta para cada 
ualor positivo e inteiro de n. Para um n fixo tem-se a solução 
8.I.12 e a equaçao A.I.11 torna-se: 
1 1 t 
T"(t) + n •n •Co ·T(t) = 0 
LI 
que leva a solução T = sin(n·n~Co•t). 
Sendo assim a função infinita, 
,T(0) = 0, 
. (n•n·x) . (n•n•Co•t) Qn(t) = s1n L ,s1n L , (n=l,2, ... ,ro) A.I.13, 
satisfaz a equação A.1.4 e as condiçÕes de contorno A.1.5. 
Segundo CHURCHILL (7] se cada uma das n funções 
u 1 ,u2 , ••• ,u satisfaz a equaçao diferencial homogênea, então n 
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todas as combinações lineares destas funções, 
+ C2U2 + .... +CU, 
n n 
para qualquer valor de c constante , satisfaz esta aquaçao 
diferencial. E se cada uma das n funções satisfaz a condição de 
contorno linear honDgênea, então todas as combina9Ões lineares 
também satisfazem a estas condiçÕes. 
Ainda segundo o teorema 2 de CHURCHILL [7] a função 
00 
Qn(x't} 
~ b . {n•n•x} . {n•n•Co•t} = ~ n·s1n ~ •s1n ~ satisfaz as condições 
n=t 
das equaçoes A.I.4 e A.I.5 e e convergente. Observe-se que bn e 
um coeficiente da série a ser determinado. 
00 
O item VII.1.4 parte da série Q(x,t) = z: 'f'n{t)•sin(n·~·X) 
n=1 
para chegar a solução geral das equaçoes VII.1.1.4 e VII.1.1.6 o 
que e perfeitamente valido pois como foi demonstrado neste 
Apêndice a solução destas equaçÕes pode ser encontrada com um 
desenvolvimento em série de Fourier de duas funções, uma de x e 
uma de t, tendo ficado demonstrado também que a função de x tem 
n•n•x 
a forma sin( ~ ). 
Raciocinio analogo leva a uma serie de Fourier para 
chegar ao valor da incógnita ~(x,t). 
Todo este desenvolvimento foi feito também visando chegar 
as séries de Fourier das incógnitas Qx(x,y,t), Qy(x,y,t) e 
~(x,y,t) do Item VII.2. 
